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Kapitel 1

Multilineare Algebra

§1 Moduln

Sei R ein (kommutativer) Ring (mit Eins) (in der ganzen Vorlesung).

Definition 1.1
(a) Eine abelsche Gruppe (M, +) zusammen mit einer Abbildung - : R x M — M heifit
R-Modul (genauer: R-Linksmodul), wenn gilt:

fir alle a,b € R, x,y € M.

(b) Eine Abbildung ¢ : M — M’ zwischen R-Modulen M, M’ heiit R-Modul-Homo-
morphismus (kurz R-linear), wenn fiir alle x,y € M, a,b € R gilt:

pla-x+b-y)=a-o(x)+b-o(y)

Beispiele
(1) R = K Korper. Dann ist R-Modul = K-Vektorraum und R-linear = linear

(2) R ist R-Modul. Jedes Ideal I C R ist R-Modul

(3) Jede abelsche Gruppe ist ein Z-Modul.
(denn: n-x = x + x + - - - 4 x definiert die Abbildung - : Zx M — M wie in 1.1 gefordert)

vV
n-mal

Bemerkung + Definition 1.2
(a) Sind M, M’ R-Moduln, so ist Homg(M,M') = {¢ : M — M’ : ¢ ist R-linear} ein R-
Modul durch (1 + p2)(z) = p1(z) + w2(x) und (a - p1)(z) = a - ¢1(x).

(b) M* = Hompg(M, R) heifit dualer Modul.

Beispiele
R=17
Hompg(Z/2Z,Z) = {0}, denn 0 = ¢(0) = p(1 + 1) = p(1) + ¢(1) = ¢(1) =0



Bemerkung 1.3 (Ahnlichkeiten von Moduln mit Vektorraumen)
Die R-Moduln bilden eine abelsche Kategorie R-Mod.

(a) Eine Untergruppe N eines R-Moduls M heiit R-Untermodul von M, falls R- N C N.
(

b) Kern und Bild R-linearer Abbildungen sind R-Moduln.

)
)
(¢) Zu jedem Untermodul N C M gibt es einen Faktormodul M/N.

(d) Homomorphiesatz:

Fiir einen surjektiven Homomorphismus ¢ : M — N gilt: M/ Kern(y) = N.

(e) Direktes Produkt: Sei {M;}, , eine beliebige Menge von Moduln. Dann ist ihr direktes
Produkt II;M; = X; M; gegeben durch die Menge aller Tupel (m;);., mit m; € M; und
die R-Aktion 7(m;),c; = (1my),¢;

Direkte Summe: Das gleiche wie beim direkten Produkt, jedoch diirfen in den Tupeln nur
endlich viele m; # 0 sein.

Beweis
(b) Kern(y): Sei ¢ : M — N lineare Abbildung. m € Kern(y), r € R:
o(rm) =rp(m) =0= R - Kern(y) C Kern(y); Untergruppe klar
Bild(¢): n € Bild(¢), d. h. 3m :n = p(m),m € M = r € R:rn =rp(m) = ¢(rm) €
Bild(¢) = R - Bild(¢) C Bild(y)

(¢c) M abelsch = jedes N Normalteiler = M /N ist abelsche Gruppe.
Wir definieren R-Aktion auf M /N durch r(m+ N) = rm+ N. Das ist wohldefiniert, denn
r(m+n)+N)=r(m+n)+ N=rm+ _rn +N =rm+ N
eN
r(m+N)+(m'+N))=r((m+m')+N)=r(m+m')+ N=rm+ N +rm'+ N =
r(m+ N)+r(m'+ N)
Die restlichen drei Eigenschaften gehen ahnlich.

M N

M/ Kern(gp) |

Wohldefiniertheit von ¢:
Sei k € Kern(yp) : o(m + k) = ¢o(m

)
surjektiv: Vn € N : n = ¢(m) = ¢(m + Kern(y))

injektiv: m,m’ € M mit p(m) = p(m') =n € N & p(m—m') =0 = m+Kern(p)(m) =
Kern(y)(m’)

¢ ist R-linear: Klar, wegen ¢ R-linear.

Bemerkung 1.4
(a) Zu jeder Teilmenge X C M eines R-Moduls M gibt es den von X erzeugten Untermodul

(X) = ﬂ M’:{Zn:aixi:neN,aiER,xieX}

M'CM Untermodul i=1
XCM’



(b) B C M heifit linear unabhdngig, wenn aus Z a;b; =0mit n € N, b; € B, o; € R folgt
i=1
a; = 0 fiir alle 4.

(c) Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem heifit Basis.

(d) Nicht jedes R-Modul besitzt eine Basis.

Beispiel: Z/27 als Z-Modul: {1} ist nicht linear unabhangig, da 42 -1=0
£0in Z

(e) Ein R-Modul heifit frei, wenn er eine Basis besitzt.

(f) Ein freier R-Modul M hat die Universelle Abbildungseigenschaft eines Vektorraums. Ist
B eine Basis von M, f: B — M’ eine Abbildung in einen R-Modul M’, so gibt es genau
eine R-lineare Abbildung ¢ : M — M’ mit | = f.

(g) Sei M freier Modul. Dann ist M* wieder frei und hat dieselbe Dimension wie M.

Beweis
(f) Sei {y;}icr Familie von Elementen von M.

Sei x € M. Durch z = ), a;z; ist {a;}ics eindeutig bestimmt.
Wir setzen: o(x) :== > . a;y; = >, a;jo(x;)
Beh. 1: Falls {y; }ier (v; # y; fiir i # j) Basis von M’ ist, dann ist ¢ ein Isomorphismus.
Bew. 1: Wir konnen den Beweis des Satzes riickwérts anwenden
= 3J¢Y: M — M mit Y(y;) = x;Vi €
= poy =1dn,Yop=1idy
Beh. 2: Zwei freie Moduln mit gleicher Basis sind isomorph.
Bew. 2: klar

Proposition + Definition 1.5
Sei 0 — M' % M 2 M" — 0 kurze exakte Sequenz von R-Moduln (d.h. M" C M Untermodul,
M" = M/M'). Dann gilt fiir jeden R-Modul N:

(a) 0 — Homp(N, M) % Homp(N, M) % Homp(N, M") ist exakt.

(b) 0 — Hompg(M', N) z Hompg (M, N) 2 Homp(M", N) ist exakt.

)
(¢) Im Allgemeinen sind 3, bzw. o* nicht surjektiv.

(d) Ein Modul N heifit projektiv (bzw. injektiv), wenn [, (bzw. a*) surjektiv ist.
e) Freie Moduln sind projektiv.
)
)

f) Jeder R-Modul M ist Faktormodul eines projektiven R-Moduls.

(
(
(g) Jeder R-Modul M ist Untermodul eines injektiven R-Moduls.

Beweis
a




(c)

« inj.

o, ist injektiv: Sei ¢ € Hompg(N, M'), ist (@) =aop =0 = ¢ =0.
Bild(a,) C K o) O = =0
ild(a.) € Kern(,): f.(a.(p)) 5000z090
Kern(f,) C Bild(a):
Sei fo =0 (¢ € Kern(B,)). Fiir jedes € N ist ¢(x) € Kern(f) = Bild(a) = zu
r € N dy € M’ mit ¥(x) = a(y); y ist eindeutig, da a injektiv.

Definiere ¢’ : N — M’ durch = +— y.
Zu zeigen: ¢’ ist R-linear
Seien z,2' € N = ¢/(x + 2') = z mit a(2) = p(z +2') = p(z) + p(z') = aly) + a(y') =

aly+vy') mit ¢'(x) =y, ¢ (2) =9 ol _ Y+

Genauso: ¢'(a-z) = a- ¢'(x)

0 M’

M ﬂ M//
B*(so)\4 %
N

B* injektiv, denn fiir ¢ € Hom(M", N) ist 5*(¢) = po 3
Seiﬁ*(gp):O:>gooﬁ:Oﬁil>rJ'tp:O.
Bild(p8*) C Kern(a*): (a* o B* =a"(poff)=pofoa=0

(67) € (@): (@ 0 5)(¢) = a (¢ B) 905_0
Kern(a*) C Bild(5*): Sei ¢ € Kern(a*). Aber ¢ € Homg(M, N) mit ) oa =0
Weil ¢ auf Bild(«) verschwindet, kommutiert

Y

M) Bild(a)

N

N

M

= [*(o) = ¢ = Beh.

Im Allgemeinen sind (3, und o* nicht surjektiv
z.B.:

2
1. 02222 72/22 — 0mit N :=2/2Z

Es gilt: Hom(N,Z) = {0}

Hom(N,Z/27Z) = {0,id} = f. nicht surjektiv = N nicht projektiv!

4

2.0-2%222/4Z — 0 mit N :=2-2/4Z

Hom(Z, N) = {0, ¢}, wobei ¢(1) = 2.

Dann: a*(v)) = ¢ o = 0 = a* nicht surjektiv = N nicht injektiv!



(e) Sei N frei mit Basis {e;,i € I}. Sei 8 : M — M" surjektive R-lineare Abbildung und
¢ : N — M" R-linear. Fiir jedes i € I sei x; € M mit f(x;) = p(e;) (so ein x; gibt es, da
B surjektiv). Dann gibt es genau eine R-lineare Abbildung ¢ : N — M mit ¢(e;) = ;.
Damit B(u(e;)) = B(x;) = ¢(e;) fir allei € I = foh =

(f) Sei M ein R-Modul. Sei X ein Erzeugendensystem von M als R-Modul (notfalls X = M).
Sei F' der freie R-Modul mit Basis X, ¢ : F' — M die R-lineare Abbildung, die durch
z — x fir alle x € X bestimmt ist. ¢ ist surjektiv, da X C Bild(¢) und (X) = M. Nach
Homomorphiesatz ist M = F'/ Kern(yp).

Proposition 1.6
Ein R-Modul N ist genau dann projektiv, wenn es einen R-Modul N’ gibt, so dass F':= N® N’

freier Modul ist.

Beweis

=

Sei F' freier R-Modul und § : FF — N surjektiv (wie in Beweis von 1.5 (f)). Dann gibt es
@: N — F mit fop=idy (weil N projektiv ist).

Behauptung:

1.) F=Kern(p) @ Bild(¢) 2 N'@& N
2.) ¢ injektiv
Beweis:

1.) Kern(#) N Bild(¢) = (0), denn: B(¢(x)) =0= 2 =0= ¢(z) = 0.

Sei x € F, y:= ¢(fB(x)) € Bild(@). Fir z =z — y ist 5(z) = B(x) —&(ﬁ(ﬁ(x))) =0=
id

T = + vy

\Z/ ~~~
€Kern(B)  cBild(¢)
2.) ¢(z) = 0= B(@(x)) =0
——

=

Sei F = N & N’ frei, §: M — M" surjektiv, ¢ : N — M" R-linear.

Gesucht: ¢ : N — M mit o = .

Definiere ¢ : F' — M” durch ¢(x 4+ y) = ¢(x) wobei jedes z € F eindeutig als z = = + y mit
x € N, y € N’ geschrieben werden kann.

F ist frei also projektiv = 3¢ : F — M mit ot = @. Sei ¢ := &\N Dann ist S oy =
Bodly=@lv=¢



§2 Tensorprodukt

Definition 1.7
Seien M, N, P R-Moduln.

a) Eine ildung @ : X N — eift R-bilinear, wenn fiir jedes xg € und jedes
Eine Abbild ®: M x N — P heifit R-bils fiir jed M und jed
Yo € N die Abbildungen
b, : N — Py— P(x0,y)

O, M — Px— O(z,y)
R-linear sind.
(b) Ein Tensorprodukt von M und N (iiber R) ist ein R-Modul 7' zusammen mit einer
bilinearen Abbildung 7: M x N — T, sodass
(UAE) Fiir jede bilineare Abbildung ® : M x N — P gibt es genau eine lineare Abbildung
p: T —Pmit =por
M x N —— T

(7 ist die ,universelle* bilineare Abbildung)

Beispiele
1.) M, N freie R-Moduln mit Basis {e;,7 € I} bzw. {f;,j € J}. Dann ist M ® N freier
R-Modul mit Basis {e;f;,i € I,j € J} ein Tensorprodukt mit 7(e;, f;) = e; f;.

Denn: Sei @ : M x N — P bilinear. Setze ¢(e; - f;) := ®(e;, f;), das bestimmt eindeutig
¢: M ®N — P (R-linear) mit ®(e;, f;) = ¢(7(e;, f;)) fur alle i, ;.

Sind I, J endlich, so ist rg(M & N) =rg(M) - rg(N), dagegen ist rg(M x N) =rg(M) +
rg(N). 7 ist also hochstens in Trivialfdllen surjektiv. 7 ist nicht injektiv: 7(x,0) = 7(x,0-
y) = 0-7(z,y) = 0 (da linear im 2. Argument), genauso 7(0,y) = 0. Bild(7) ist kein
Untermodul, aber (Bild(7)) = M ® N.

2.) 0 ist ein Tensorprodukt der Z-Moduln Z /27 und Z/37Z.
Denn: jede bilineare Abbildung ® : Z/2Z x Z/3Z — P ist die Nullabbildung. ®(1,1) =
®(3-1,1) =3 -®(1,1) = ®(1,3-1) = ®(1,0) = 0, genauso ®(1,—1) = 0.

Satz 1 (Tensorprodukt)
Zu je zwei R-Moduln M, N gibt es ein Tensorprodukt. Dieses ist eindeutig bestimmt bis auf
eindeutigen Isomorphismus.

Beweis 1.8
Sei F der freie R-Modul mit Basis M x N. Sei () Untermodul, der erzeugt wird von den

(l’ —I—Jfl,y) - (ZL‘,y) - (ZL‘/,y), (Oé:L‘,y) - Oé(ZE,y)

(l’,y+y/> - (xvy) - (xyy,)v (m,@y) - a(xay)
fir alle z, 2’ € M, y,vy € N, a € R



Setze T = F/Q, 7: M x N — T, (z,y) — [(z,y)] mod Q. 7 ist bilinear nach Konstruktion.
Ist @ : M x N — P bilinear, so setze ¢((z,y)) := ®(z,y), ¢ : I — P ist linear. Q C Kern(p),

weil ® bilinear 2 ¢ induziert ¢ : T'— P mit ® = porT.
Noch zu zeigen: Eindeutigkeit
Seien (T',7), (T',7") Tensorprodukte von M und N. Dann gibt es eine R-lineare Abbildung

o:T—T mit 7" =por

und ¢ : 7" —= T mit T =1 o7’
Behauptung: 1 o o = idr und ¢ o ¢ = idy. Dazu:

ist kommutativ, d. h.

(Yop)or =1o(por)=1or =7 mitid: T — T ist das Diagramm auch kommutativ. Wegen
der Eindeutigkeit in der Definition des Tensorprodukts muss gelten: 1) o ¢ = idy (@ 0¥ = idp
analog)

Bemerkung 1.9
Fir alle R-Moduln M, N, My, My, M3 gilt:

(a) MRrR=M
(b) Mr N 2N ®r M
(c) (M1 ®g Ms) ®p M3 = My ®@p (M @ Ms)

Beweis
a) Zeige: M ist Tensorprodukt der R-Moduln M und R.

T: MxR— M, (x,a) — a-x ist bilinear (wegen Moduleigenschaften). Sei ® : M xR — P
bilinear
Gesucht: ¢ : M — P linear mit ® = p o7, d. h. ®(x,a) = ¢(a - x)
Setze (x) := ®(z,1). ¢ ist R-linear, da ®(-, 1) linear ist, ®(z,a) = a®(x,1) = ap(z) =
ola-2) = p(r(z,a)
¢ ist eindeutig: es muss gelten: p(7(x,1)) = ®(z,1) =: p(x), damit ist ¢ eindeutig
bestimmt (wegen ¢ o 7 = ).

b) M x N=NxM

c¢) Finde lineare Abbildung: (M; ®p Ms) @ M3 — M; @r (M @ Ms)



1. Fiir festes z € M3 sei @, : My x My — My ®pg (My ®pg Ms),
(T,y) 2@ (Y ®2) =1(y,2)
®, bilinear: klar
&, induziert eine lineare Abbildung: ¢, : My @ g My — M; Qg (My ®p Mj)
Weiter ist U : (M; ®r My) X My — My ®p (Ms @r M3), (w, z) — @.(w)
bilinear: linear in w, weil ¢, linear; linear in z weil ®, bilinear.
Induziert also lineare Abbildung v : (M; ® g My) @ M3 — My ®g (Ms @ Ms3)
2. Umkehrabbildung genauso!

Proposition 1.10
Sei M ein R-Modul, I C R ein Ideal. Dann ist [ - M ={a-xz € M : z € M,a € I} Untermodul
von M und es gilt:

Mir = Mep B
Beweis
Seip: M —-M@gpR/I,z —2z®1
¢ ist R-linear.
I-M CKern(¢):Vael,x € Mist plar) =ar®@1=1®

¢ induziert also lineare Abbildung

o :M/(I-M)— M®grR/I

Umgekehrt: W : M x R/I — M/(I-M), (z,a) — ax

U ist wohldefiniert: ist b =@, soist b-z —a-z=(b—a)-x =0

el-M
U ist bilinear, induziert also ¢ : M®@grR/I — M /(I - M) (linear). Es ist (o) (T) = ¢(z®1)
lr=7Zund (poy)(z®a)=¢(@ 7)=ar®l=2rRa-1=z®a

§3 Flache Moduln

Bemerkung 1.11
Fiir jeden R-Modul M ist die Zuordnung M +— M ®gzr N ein Funktor

®prN : R-Mod — R-Mod

Beweis
Ist o : M — M’ R-linear, so setzte on M@ N - M ®@r N,x @y +— ¢(x) ®y und linear

fortgesetzt: Z ai(z; ® yi) — Z a;(¢(x:) © yi)
i=0 =0

Proposition 1.12
Der Funktor @z N ist rechtsexakt, d.h. ist 0 — M’ 5 M LM 0 exakt,

SO ist M’®RN—>M®RN—>M”®RN—>0exakt

Beispiele

R=17,N =17/2Z

0Z37—7Z/27Z — 0

ON : L)27 — L)27 (= Z ®z Z]27Z nach 1.9a) = ¢y ist nicht surjektiv

9



Beweis
1. Schritt: Bild(¢n) € Kern(¢y), denn: Yy (on(z @ y)) = ¥n(p(x) @ y) = Y(p(x)) @ y = 0.

=0

Homomorphiesatz liefert ein ¥ : M ®r N/Bild(gpN) — M" ®@r N

2. Schritt: V¥ ist Isomorphismus.

Dann ist ¥ und damit ¢y surjektiv und Kern(¢y) = Bild(¢n).

Konstruiere Umkehrabbildung o : M” @z N — M := M ®@r N/Bild(SON)'

Wiéhle zu jedem z” € M” ein Urbild x(z”) € ! (2”) C M.

Definiere 6 : M"” x N — M durch (2”,y) — x(2") ®y

& wohldefiniert: Sind x1,z9 € M mit ¥(z1) = ¥(x9) = 2", s0 ist z1 — x5 € Bild(p) = 71 @ y —

=p(z’)

TRy =)y =0
——

€Bild(¢y)

Rest klar!!

Definition + Proposition 1.13
Sei N ein R-Modul.

(a)

(b)

()
()
(e)

N heifit flach, wenn, wenn der Funktor ® g NV exakt ist, d.h. fiir jede kurze exakte Sequenz
von R-Moduln0 — M’ — M — M"” — 0auch0 — M'QrN — MQrN — M"@rN — 0
exakt ist.

N ist genau dann flach, wenn fiir jeden R-Modul M und jeden Untermodul M’ von M
die Abbildung i : M’ @zr N — M ®p N injektiv ist.

Jeder projektive R-Modul ist flach.
Ist R = K ein Korper, so ist jeder R-Modul flach.

Fiir jedes multiplikative Monoid S ist Rg flacher R-Modul.

Beweis

(b)
(e)

folgt aus Prop 1.12

Sei M ein R-Modul, M’ C M, R-Untermodul. Nach U2A4 ist M ®r Rs = Mg.

Zu zeigen: Die Abbildung Mg — Mg, ¢ + % ist injektiv.

Sei also a € M" und ¢ = 0 in Mg, d.h. in M gilt: t-a =0 flreint € S. =¢-a=01in
M’ = % =0in Mg.

folgt aus (c), weil jeder K-Modul frei ist, also projektiv.

Sei N projektiv. Nach Prop. 1.6 gibt es einen R-Modul N’, sodass N @& N’ =: F frei ist.

Beh. 1: F ist flach.
Dann sei M R-Modul, M’ C M Untermodul; dann ist FF ®z M’ — F ®g M injektiv.

Beh. 2: Tensorprodukt vertauscht mit direkter Summe.

Dannist M @pF 2 M Qr(NON') 2 (M ®rN) & (M ®rN')
! l !

und M ®g R ~(M®rN) & (M®grN)

Die Abbildung M'®@rF — M ®g F bildet M' @z N auf M @xr N ab, M'Qr N — M Qr N
ist also als Einschrankung einer injektiven Abbildung selbst injektiv.

10



Bew. 1: Sei {e; : © € I'} Basis von F, also F' = @,.; Re; = @,.; R. Wegen Beh. 2 ist

il

MeprFEMer@PR=2PMerR) =P M

el iel el

Genauso: M' @r FF = @,., M

Die Abbildung M' @z F — M ®g F ist in jeder Komponente die Einbettung M’ — M,
also injektiv.

Bew. 2: Sei M = @, ; M;, zu zeigen: M @r N = @, _,(M; @ N).

Die Abbildung M x N — @, ;(M; ®g N), ((7i)icr,y) = (7; ®Y)ier ist bilinear, induziert
also eine R-lineare Abbildung ¢ : M @ N — @, ;(M; ®r N).

el
Umgekehrt: Fiir jedes ¢ € I induziert M; — M 1; : M;@r N — M ®pr N; die ¢; induzieren
VP, (M ®r N) = M ®p N (UAE der direkten Summe). ,Nachrechnen®: ¢ und
sind zueinander invers.

§4 Tensoralgebra

Definition 1.14
Eine R-Algebra ist ein (kommutativer) Ring (mit Eins) R’ zusammen mit einem Ringhomo-
morphismus « : R — R’. Ist « injektiv, so heifit R'/R auch Ringerweiterung.

Bemerkung 1.15
Sei R’ eine R-Algebra.

(a) Die Zuordnung M — M ®pg R’ ist ein kovarianter rechtsexakter Funktor ® g R’ : R-Mod —
R'-Mod; dabei wird M ®g R’ zum R'-Modul durch b- (z ®a) :=2z®b-a.

(b) Sei V' : R'-Mod — R-Mod der ,Vergiss-Funktor®, der jeden R’-Modul als R-Modul auf-
fasst, mit der Skalarmultiplikation a - x := a(a) - z fiir a € R,z € M.

Dann ist @ xR’ ,links adjungiert“ zu V', d.h. fir alle R-Moduln M und R’-Moduln M’
sind Hompg(M, V(M')) und Homp (M ®r R, M") isomorph (als R-Moduln).

Beweis

(b) Die Zuordnungen

HOHIR/(M QR R/,M,)
(x®ar— a-p(x))

sind zueinander invers.

Beispiele

Sei R eine R-Algebra, F' freier Modul mit Basis {e; : ¢ € I}. Dann ist F' @z R ein freier
R'-Modul mit Basis {e; ® 1 : i € I}.

denn: Sei f: {e; ®1:i € I} — M Abbildung (M beliebiger R’-Modul). Dann gibt es genau
eine R-lineare Abbildung ¢ : F' — V(M) mit ¢(e;) = f(e; ® 1) (UAE fiir F'). Mit 1.15 (b) folgt:
dazu gehort eine eindeutige R'-lineare Abbildung @ : FF @z R’ — M mit ¢(e; ® 1) = ¢(e;).
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Proposition 1.16
Seien R', R" R-Algebren.

(a) R’ ®r R" wird zur R-Algebra durch (a; ® by) - (a2 ® bs) := ajas ® biby

(b) 0/ : R - R ®r R",;a— a®1 und
0" R"— R ®r R",b— 1®b sind R-Algebrenhomomorphismen.

(c) UAE: in der Kategorie der R-Algebren gilt:

R
U/i \
R Qr R" e A

}1// ’

Beweis

Setze p(a ®@b) = ¢'(a) - ¢"(b).

¢ ist die lineare Abbildung, die von der bilinearen Abbildung ® : R’ x R’ — A, (a,b) —
¢'(a) - ¢"(b) induziert wird.

Nachrechnen: ¢ ist Ringhomomorphismus und eindeutig bestimmt.

Beobachte: a ® b= (a® 1)(1 ® b)

also muss: p(a ®b) = (poad')(a)-(po a”)(bz.

N Y\

-~ -~

¢'(a) ©"(b)
Beispiele
R’ sei eine R-Algebra. Dann ist R'[X] = R[X] ®g R’ (als R'-Algebren), denn:
Zeige, dass R[X| ®g R’ die UAE des Polynomrings R'[X] erfiillt.

Sei A eine R'-Algebra und a € A. Zu zeigen: 3! R'-Algebrahomomorphismus ¢ : R[X|®@rR — A
mit (X ® 1) = a. Ein solcher wird als R-Algebra-Homomorphismus induziert von ¢ : R[X] —
A, X — aund ¢": R — A (der Strukturhomomorphismus « aus der Definition)

Noch zu zeigen: ¢ ist R'-linear (richtig, weil ¢” Ringhomomorphismus)

Definition + Bemerkung 1.17
Sei M ein R-Modul

a) TO(M) := R, T"(M) =M @ T" Y (M),n > 1

b) T(M) := .., T"(M) wird zur R-Algebra durch
(x1®®l‘n)(y1®...®ym) :x1®®l‘n®y1®..®ymETn+m(M)

¢) T(M) ist nicht kommutativ (auler im Trivialfall), denn z @ y # y ® x

d) T(M) erfillt UAE: Ist R" R-Algebra (nicht notwendig kommutativ) ¢ : M — R’ R-linear,
so 3! R-Algebra-Homomorphismus

@ :T(M)— R mit ¢|T1(M) =
——

=M

12



§5 Symmetrische und auflere Algebra

Definition 1.18
Seien M, N R-Moduln, n > 1, ® : M"™ — N R-multilinear.

a) ® heiit symmetrisch, wenn fir alle (z1,...,z,) € M™ und alle o € S, gilt:
P(x1,...,20) = P(To1)s - - - To(n))

b) @ heifit alternierend, wenn fiir alle (z1,...,x,) € M" gilt:
Ist x; = z; fiir ein Paar (x;,x;) mit ¢ # j, so ist ®(zy,...,2,) =0
Ausser in char = 2 ist das dquivalent zu ®(z1,...,2,) = —=P(z1, ..., 25, ..., T, ..., Tp)

¢) Symfy;(N):={®: M" — N : ® multilinear, symmetrisch}
Al (N) :={® : M" — N : & multilinear, alternierend}
Sym(y; (V) und Alt}y,(N) sind R-Moduln.

Satz 2 (Symmetrische und &duflere Potenz)

Zu jedem R-Modul M und jedem n > 1 gibt es R-Moduln S™(M) und A"(M) (genannt die
n-te symmetrische bzw. duflere Potenz von M) und eine symmetrische bzw. alternierende
multilineare Abbildung M"™ — S™(M) bzw. M™ — A"(M) mit folgender UAE:

M S™(M) bzw. M" A™(M)
@eSme{& Ainear \I!eAltﬁ/I& /wlinear
N N

Mit S°(M) := R =: A°(M) heift S(M) := 5, S"(M) die symmetrische Algebra iiber M
AM) =D, 5 A" (M) die Gufere Algebra iiber M (oder Grafimann-Algebra)

Beweis

Sei J"(M) der Untermodul von T"(M), der erzeugt wird von allen

T1® QT — To) @ -+ @ Tp(ny, T; € M, 0 €5, und

I"(M) der Untermodul von T™(M), der erzeugt wird von allen

T ® - ® x, fur die z; = z; fiir ein Paar (¢, j) mit i # j.

Setze S™(M) := T”(M)/JH(M) und A"(M) := T”(M)/]In(M)

Sei ® : M"™ — N multilinear und symmetrisch. ® induziert ¢ : 7"(M) — N R-linear (weil
¢ multilinear), da ® symmetrisch ist, ist J(M) C Kern(p). ¢ induziert also ¢ : S*(M) — N
R-linear; genauso falls ¥ : M™ — N alternierend.

Proposition 1.19
Sei M freier R-Modul mit Basis ey, ...,e.. Dann gilt fiir jedes n > 1:

a) S"(M) ist freier Modul mit Basis {e}* ... e : Y| v; =n}

b) S(M) = R[X., ..., X,]

c) A"(M) ist freier R-Modul mit Basis
{eil/\---/\ez-n 1<y <12<<Zn§7‘}

d) A"(M)=0firn>r

13



Beweis
b) folgt aus a)

d) folgt aus c)

c) A"(M) wird erzeugt von e; A --- A e,: klar.
A"(M) ist frei (vom Rang 1), denn aus a-e; A--- Ae, =0 folgt a = 0.

Fir n <7 bilden {e;, A+ Ae;, 11 <1y <ig <---<i, <r} ein Erzeugendensystem.
Zu zeigen: {e;; N---Ne;, 11 <y <iy <--- <i, <r} ist linear unabhéngig.

Sei dazu El§i1<---<in§r ae, N---Neg, =0

Fir j = (j1,...,Jn) mit 1 <jy <--- <j, <rseio; € 5, mit o;(v) =7, firv=1,...n
Dann ist 0 = (Do aies N Nei) Neg ey N Negyy = ajer A= Aep = a; = 0= Lu

§6 Differentiale

Definition 4+ Bemerkung 1.20
Sei A eine kommutative R-Algebra, M ein A-Modul.

(a) Eine R-lineare Abbildung 0 : A — M heifit Derivation, wenn fir alle f,g € A gilt:
o(f-9)=[-0(g) +g-0(f)

(b) Derg(A, M) :={0: A — M :§ R-lineare Derivation} ist ein A-Modul.

(¢) M +— Derg(A, M) ist ein Funktor (Unterfunktor von Hompg(A4,-)).

Beispiele
1.) /in: R[X]',cf = L ist eine R-Derivation d : A — A, definiert durch d(>;_;a;X") =
i=1 a1 X"~

2.) A= R[X],d= 4% wie in 1.) mit oo statt n.
Beh.: Derg(A,A) = A-d
Bew.: Sei § : A — A eine R-lineare Derivation, f := §(X).
Dann ist §(1) =0(1-1)=1-6(1)+1-6(1)=6(1)=0=>Vre R:6(r)=0
5(X?) = 2:X-5(X) und (Induktion) §(X™) = X-6(X" 1)+ X" 1.5(X) = n.- X1 f O e

3.) A=R[Xi,...,X,], 0; = 3% ist Derivation genauso wie fiir 1.)

Derg(A, A) ist freier A-Modul mit Basis O,...,0n.
Proposition 4+ Definition 1.21
Der Funktor M + Derg(A, M) ist ,darstellbar®, d.h. es gibt einen A-Modul Q4,z und eine
Derivation d : A — 4,z mit folgender UAE:
Zu jedem A-Modul M und jeder R-linearen Derivation ¢ : A — M existiert genau eine A-lineare
Abbildung ¢ : Q4/g — M mit 6 = pod.

d

Qa/r



Beweis
Sei F' der freie Modul mit Basis A, dabei sei X; das zu f € A gehorige Basiselement von F'.
Sei U der Untermodul von F', der erzeugt wird von allen

Xpvg = Xy = Xy
XAf—)\Xf fur alle f,gEA,)\GR
Xpg—=f-Xg—9-X;

Sei Qu/p = F/U,d: A— Qug, f — [Xs] = df. d ist Derivation nach Konstruktion (,univer-
selle Derivation “).

UAE: Sei M A-Modul, 6 : A — M Derivation. Sei ® : FF — M die A-lineare Abbildung mit
O(Xy) =0(f). U C Kern(®), weil § Derivation, d.h. ® induziert ¢ : F//U — M.

Beispiele

A=R[Xy,...,X,], Qa/p ist freier Modul mit Basis dX7,...dX,,

denn fiir f =37, a,X{" - X € A (a, € R)ist df = Y1, 2EdX;
= die dX; erzeugen 4.

Nach Prop. 1.21 ist | Derg(A, A) = Homu(Q4/r, A) |

A Qu/r

d
\ )
s 3
é P Bl

A

Zu zeigen: die dX; sind linear unabhangig.
Sei also Z?:l a;dX; =0=0= %(Z CLZXZ) = aj

Beispiele

Sei X C R” offen (fiir ein n > 1), A := C>(X) die R-Algebra der beliebig oft differenzierbaren
Funktionen auf X.

Beh.: Derg(A, A) ist ein freier A-Modul mit Basis 01, . .., 0, (mit 0; := 8iX¢ partielle Ableitung
nach X;).

Dann ist auch Q4 /g freier A-Modul mit Basis dX1,...,dX,.

Beh.1: Fiir jedes z € X wird das Ideal I, = {f € A: f(z) = 0} erzeugt von X; — z; (z =
(x1,...,2,)),i = 1,...,n (Taylor-Entwicklung).

Sei nun 0 : A — A Derivation. Zu zeigen: 0 =) ., 9(X;)0;.

Setze 0 == 0 — Y 1, O(X;)0;

Beh.2: Fiir jedes z € X ist 0'(1,) C I,

Bew.2: Sei f € I, f = > ¢:/(X; — x;) (siehe Beh. 1) mit ¢; € A. Also ist 9'(f) =

Z () (Xi—x)+>0 0 O(Xi—ax)
i=1 N——

J/ :0, da 8](XZ—$1):6”

-~

el,

Sei nun g € A,z € X. Schreibe g = g — g(z) + g(x) = 9'(9) = ' (9 - g(x)) € I,
I
€ly

dh. J(y)(z)=0=0(y) =0=0"=0

Proposition 1.22
a) €1/g ist ein Funktor. R-Alg — R-Mod.
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Beweis
Sei ¢ : A — B, R-Algebra-Homomorphismus

da

A Qu/r
|
SO\L | 3'dp A-linear
dp v
B Qp/r

Soist dpoyp: A — Qpp

dp o p(A-a) =dp(Ap(a)) = Adp(p(a)) VA € R,a € A.

dp o p(ar - az) = dp(p(ar) - p(az)) = p(ar) - dp(p(az)) + ¢(az) - dp(p(ar))
= Derivation, wenn {0z, vermoge ¢ als A-Modul aufgefasst wird.

[Man kann 4, aufwerten zum B-Modul durch ®4B:]

da

A Qa/r®a B
\
® | Adov B-linear
dp v
B Qp/r

Etwa durch a(w ® b) = b - dp(w)

Qu/r ®a B = Qp/r 5, Qpja— 0
ist exakte Sequenz von B-Moduln fiir jeden R-Algebra-Homomorphismus ¢ : A — B

Beweis
B surjektiv: v (Konstruktion von €2./.)

s00a=0“(dh. Bild(a) C Kern(5))
dpjap(a) = 0 fiir jedes a € A.
(In Qp/a werden alle ,konstanten A-Funktionen“ durch die Derivation zu 0).

SKern(4) C Bild(«a)“,

Sel w = Z?:l bidB/R(Ci) < Kern(ﬁ) mit bi, c; €B

Dann ist f(w) = Y1, bidg/a(c;) =0

= >0 bixe, € Upya (im freien B-Modul mit Basis {x; : b € B} vgl Beweis zu 1.21)

= 2 bie, = 22505 (B0, — gy — X)) + D U (Tor)gn =P AR) T )+, U (X1 — ity — 1)

-~

GUB/R eUB/R

ﬁiI’ gewisse bjabﬁgabgl € B7 fj;fkafl?gkagj>gl € Ba )\k S A

= w = ;. b (d/rR(p(Me) k) — ¢(M)dB/R(9k))
= > b(e(M)dB/r(gr) + grxdB/r(0( M) — ©(Ae)dB/R(gK))
= > 1 0hgkdp/r(P(A\r)) = (D2, ANk @ bygr)
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§7 Der de Rham-Komplex

A (kommutative) R-Algebra.
Q4 = Qur, Qi = NQy fiir i > 0.

Satz + Definition 3 ‘
a) Fiir jedes i > 0 gibt es eine eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung d; : ), — Q%™ mit

(i) di(f - w) =df Nw + fd;(w) fiir alle f € A,w € O,
(ii) diyy0d; =0

b) Die Sequenz §2%:
d d d dn—1 dn,
A_0>QA_1>Q2A_%... SRS

heit de Rham-Komplex zu A.

¢) Fir jedes i > 0 heifit Hip(A) = Kern(di)/Bild(di_l) (R-Modul) der i-te de Rahm-
Kohomologie-Modul von A. Dabei sei d_; = 0, d.h. HI5(A) = Kern(d) = R.

Beweis

1. Fall A = R[X;,... X,)]

Dann ist Q¥ freier A-Modul mit Basis dX;, A --- A dX;
fir fe Aistdf =daf =dof => 1, 0ifdX;

Setze: di (Y 1, fidX;) = > dfi NdX; € Q4
konkretes Beispiel: d; (f1d X + fodX5)

= (§8dX, + SR dXo) A dXy + (§2d X0 + GEdXo) AdXy = (52 — S1)dX, A dX,
Erklarung: dX; AdX; =0, dXo ANdX; = —dX; NdXs

allgemein setze dj:

de( ) fuadXy Ao NAX) = > d(fiy i) ANdXG A A dXG,

1<i1 <<, <n 1<t << <n
Diese dy, erfiillen (i):
Sei w = szldX“ A\ /\dsz S QZ, f e A.
= fdfi NdXy, Ao NAX 4D fidf AdXG A AdX;
— ey () ne
(ii) folgt zwingend aus: d(dX;, A --- AdX;,) = 0 (Induktion iiber k)
Eindeutigkeit der dy: dy = d ist vorgegeben.
dy: wegen (ii) ist dy(dX;) =0 firallei=1,...,n
=0
dy: zeige: dy(dX;, N dX;,) = 0 folgt aus (ii),
da dX1 VAN dXQ = dl(deX2> = d1<_X2dX1>
wegen (1) ist dg(del A dXQ) = df A Xm + dXQ
(Induktion)

1<iy<--- <y, <n

k>
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Zu zeigen: dyq o di(fdX;, N---NdX;, ) =0firalle fe A, 1<i; <---<ip<n

di41 © dk(fw) dk+1(df ANw + fdyw) = dp1(df A w) = diyr (2212, 0fidX;) A w) &

Do O f NdXi Aw) = 3T D00 05(0if)dX; AN dX Aw = 0, denn es ist 9;(0if) = 0i(9;f)
fir alle 7 und j und dX; A dX; = —dX; A dX; fiir alle ¢ und j.
2. Fall A beliebige R-Algebra.

Schreibe A als Faktoralgebra eines Polynomrings P (in eventuell unendlich vielen Variablen).
vornehm: Es gibt einen surjektiven R-Algebren-Homomorphismus ¢ : P — A.
Q) ist Funktor, A® auch, ¢ induziert also einen Homomorphismus ¢; : Q% — QY.

fur dk

d; p

i i+1
lw i‘ﬁi-ﬁ-l
. dZ A .
it i+1
0y ~ QY

Es gilt:
o Kern(p;) € Kern(yp;1104d; p)
o o; surjektiv (U4A3a fiir i = 1)

Dann induziert d; p eine Abbildung d; 4 : Q% — Q4.

Die Eigenschaften (i) und (ii) werden ,vererbt ‘.

Beispiele

A=K[Xy,...,X,], char(K) = 0.

Beh.: Hj,(A) =0 fiir alle i > 0.

Bew.: ¢ =n: U4A2

i>n: QY =0

i =1:Seiw =30, fdX, € Kern(d), also: 0= 320 df, AdX, = 30_, Yo, g#-dX, A dX,
Fiir alle v # p ist also g2 = = (da dX,, /\ dX = —dX, NdX,).

Zu zeigen: w = df fir elnfEA dh f, =2
Schreibe f, = 2, al” X{t - X,

Ansatz: [ = Z a'Xil o in 887{, - Zii(h,- in),iv>1 4 X“ X;zn
Wéhle also a; so, dass i, - a; = ai ) e, = (0,...,0,.1 ,0,...,0)

v

ey ,Vzl,...,n.

Es bleibt zu zeigen: - a(u) = ia(ﬁ)u fiir alle v # p.

1—€y by L€

Aquivalent: (%) i, - a§ )e =1y - agu)e

: . i—ey—ey __ . (V) yri—e _ . () 1—e
Beweis von (%) 3, 6@, X' 7% =30, Sydpa; X770 =300 o i X

—Z (N (M Xz & da afl—g)]c(i.

Beispiele

A= KX, X = KX, Y]/(XY = 1) = {f =", a,X" :a, € K,ng,m € N}

Qu = AdX, df = (3, ,va, X" 1)dX = O* = 0 = Bild(d) = {fdz : f € Aja_, = 0}, d.h.
Hip(A) = K
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Kapitel 2

Noethersche Ringe und Moduln

8§81 Der Hilbertsche Basissatz

Definition 2.1
Sie R ein (kommutativer) Ring (mit Eins), M ein R-Modul.

(a) M erfillt die aufsteigende Kettenbedingung (ACC), wenn jede aufsteigende Kette
von Untermodulen stationir wird. D.h. sind (M;);eny Untermoduln von M mit M; C M;
fiir alle 4, so gibt es ein n € N mit M; = M,, fiir alle ¢ > n.

(b) M heiflit noethersch, wenn M (ACC) erfiillt.
(¢) R heiBt noethersch, wenn er als R-Modul noethersch ist.

Beispiele
1.) k Korper, ein k-Vektorraum ist noethersch < dimg (V) < oo
[k hat nur die Ideale {0}, k.]

2) R=2Z
[alle Untermodule: nZ, mit ggT(n, m) zusammenbauen]

3.) R=Fk[X]
[Ideale von einem Polynom erzeugt, um grofler zu machen: ggT der Polynome nehmen.]

Bemerkung 2.2
Sei 0 — M’ % M 2 M" — 0 kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Dann gilt:

M noethersch < M’ und M"” noethersch
Beweis
“i “:
(i) M) € M] C--- C M/ C ... Kette von Untermoduln von M’ = «o(M]) C a(M;) C ...

. . ..« injektiv . . ..
wird stationdr = = M| C M; C ... wird stationér.

(i) Sei MJ C My C --- C M/ C ... Kette von Untermoduln von M" = g~1(M})
BHMY) C - C Y M) C ... wird stationdr = B(31 (M) C --- C B(BH(M]"))
—_ —_

A g
=M =M;

-
C

. wird stationér, da [ surjektiv ist.
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(‘¢ “:
Sei My C M; C --- C M; C ... Kette von Untermoduln von M. Sei M| := o' (M;), M :=

B(M;).
Nach Voraussetzung gibt es n € N so dass fiir i > n gilt: M/ = M) M/ = M. Weiter gilt:
0 M) —= M, g M) 0 ist exakt
|
fireini >n 0 M! —*~ M, o MY 0 ist exakt

~ injektiv (Einbettung).

Zu zeigen: y surjektiv.

Sei x € M;, dazu gibt es ein y € M, mit f(y) = f(z) = z := y —x € Kern(f) = Bild(«a) =
a(M))=a(M))=z=~y—2)und y — z € M,,.

Folgerung 2.3
Jeder endlich erzeugbare Modul iiber einem noetherschen Ring ist noethersch.

Beweis

1. Fall: F' freier Modul vom Rang n.

Induktion iiber n.

n = 1: Dann ist F' = R als R-Modul, also noethersch nach Voraussetzung.

n>1:Seiey,..., e, Basis von F. Dann ist F = @, | R-e;. Dann ist 0 — @?;11 R-e;, - F —
R - e, — 0 exakt. Nach Induktionsvoraussetzung ist @?;11 R - e; noethersch, R - e, ist nach
Voraussetzung noethersch 22 F noethersch.

2. Fall: M werde erzeugt von x1,...,2,. Dann gibt es (genau) einen surjektiven R-Modul-

homomorphismus 3 : @;_; R-e; — M mit ((e;) = z; 24 M noethersch.

Proposition 2.4
Sei R ein Ring.

(a) Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:

(i) M ist noethersch

(ii) jede nichtleere Teilmenge von Untermoduln von M hat ein (bzgl. C) maximales
Element.

(iii) jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.
(b) R ist genau dann noethersch, wenn jedes Ideal in R endlich erzeugbar ist.

Beweis
(a) (i) = (ii): Sei @ # M eine Familie von Untermoduln von M. Sei My € M. Ist My nicht
maximal, so gibt es ein My € M mit My C M. Ist M; nicht maximal, so gibt es ein
My € M mit My C M. ...
Die Kette My C M; € My C ... muss stationar werden, d.h. In mit M,, ist maximal in
M.

(ii) = (iii): Sei N C M ein Untermodul, M Familie der endlich erzeugbaren Untermo-
duln von N. M # (), da {0} € M. Nach Voraussetzung enthélt M ein maximales Element
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Ny. Ware Ny # N so gébe es ein z € N \ Ny. Dann wére der von Ny und z erzeugte
Untermodul Ny C N endlich erzeugt und Ny C N;. Widerspruch zu Ny maximal.

(iii) = (i): Seien My C M, C --- C M; C -+ Untermoduln von M. Sei N := J;5, M;.
N ist Untermodul v".

N ist nach Voraussetzung endlich erzeugt, z.B. von z1,...,x,. Jedes x; liegt in einem
M, also liegen alle in M, mit m = max{i(k) :k=1,...,n} = N =M, = M; = M,
fir 7 > m.

(b) ist Spezialfall von (a) fiir R = M.

Satz 4 (Hilbert’scher Basissatz)
Ist R noetherscher Ring, so ist auch R[X] noethersch.

Beweis
Sei J ein nicht endlich erzeugbares Ideal in R[X].

Sei (f,)ven Folge in J wie folgt: fi sei maximales Element in 7 \ {0} von minimalen Grad. Fiir

v > 2sei f, ein Element in J \ (fi,..., f,—1) von minimalen Grad.
~—_——
=Ty

Nach Voraussetzung ist J, # J fir alle v. Fiir d, := deg(f,) gilt d, < d,.;.
Sei a, € R der Leitkoeffizient von f, (d.h. f, = a, X% +...). Sei I, das von ay,...,a,_; in R
erzeugte Ideal = I, C I, = In mit I,y = I, = 3y, ..., A\yy € R mit a, = S0, Nias.

Setze g := f, — Z;:ll NifiXdn=di = g ¢ 7, (sonst wire f, € J,) aber deg(g) < d,, = deg(fy)
Widerspruch.

Folgerung 2.5
Sie R noetherscher Ring. Dann gilt:

(a) R[Xy,...,X,] ist noethersch fiir jedes n € N
(b) Jede endlich erzeugte R-Algebra A ist noethersch (als Ring)

Beweis
(a) n=1: Satz 4
n>1: RIXy,..., X = RIX1, .., Xo_1][Xa]
(b) Es gibt surjektiven R-Algebra-Homomorphismus ¢ : R[Xi,...,X,] — A (25 4 st
noethersch als R[X, ..., X,]-Modul. Sei Iy C I} C ---I; C --- Kette von Idealen in A.
Jedes I ist R[X}, ..., X,]-Modul = Die Kette wird stationér
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§2 Ganze Ringerweiterungen

Definition 2.6
Sei S/R eine Ringerweiterung (d.h. R C 5).

(a) b € S heiBt ganz tiber R, wenn es ein normiertes Polynom f € R[X] gibt mit f(b) = 0.
(b) S heiit ganz tiber R, wenn jedes b € S ganz iiber R ist.

Beispiele
V2 € R ist ganz iiber Z.
5 € Q ist nicht ganz iiber Z (Nullstelle von 2X — 1).

Proposition 2.7
Sei S/R Ringerweiterung. Fiir b € S sind dquivalent:

(i) bist ganz iiber R.
(ii) RIb] ist endlich erzeugbarer R-Modul.

(iii) RJ[b] ist enthalten in einem Unterring S’ C S, der als R-Modul endlich erzeugt ist.

Beweis

(i) = (ii): Nach Voraussetzung gibt es ay, ..., a,_1 € R, sodass 0" = a, 10" "' + -+ aq
= b" ist in dem von 1,b,...,b" ! erzeugtem R-Untermodul von S enthalten.

= bn+1 = an,lb" + -+ Gob = Clnfl(zzf:_ol alb’) +---+ Gob eM

Induktion

wkon b < A fiir alle k > 0= M = R[]
(iii) = (i): S" werde als R-Modul von sy,...,s, erzeugt = b-s; € ', d.h. b-s; = > aws
firi=1,....n=> 7 (ax — 0y -b)-sp,=0furi=1,...,n.
S1
n € 8™ " gilt also A- | ¢ | =0. det(A) ist normiertes

Sn

Fir die Matrix A = (aix — dik - b)ij=1,...
Polynom in b vom Grad n mit Koeffizienten in R
Beh.: det(A) = 0.
Bew.: Cramersche Regel:
A# = (by;) mit b;; = (—1)"*7 det(A},),4,j = 1,...,n wobei A’; durch Streichen der j-ten Zeile
und der i-ten Spalte aus A hervor geht.
i=Fk: det(A) (Laplace)
i#k: det(A) =0
det(A}) =0 : in der k-ten Zeile steht a;1,. .., a;, = i-te und k-te Zeile sind gleich.
S1 S1
= A- A" =det(A) - E,=A" A=0=A%-A.- | : | =det(4)-| : | = det(A)-s; =0 fiir
Sn Sn
i=1,...,n.Dale S, gibtes \; € Rmit 1 =3 " N\s; = det(A)-1=>" N -det(A)-s; =
0 = det(A) =0.

AA# = (Czk) mit Cik = Z?:l az’jbjk = Z?:l (lij<—1)j+k det(A;]) =

Proposition 2.8 ~
Ist S/R Ringerweiterung, so ist R := {b € S : b ganz tiber R} ein Unterring von S.
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Beweis

Seien by, by € R.

Zu zeigen: by + by, by - by € R

Nach 2.7 gentigt es zu zeigen: R[by, bs] ist endlich erzeugt als R-Modul.

Dazu: R[by] ist endlich erzeugt als R-Modul (von xy, ..., z,) nach 2.7. R[by, by] = (R[b1])[bs] ist
endlich erzeugt als R[b;]-Modul (von yi, ..., yn). Dann erzeugen die x;y; R[by, bs] als R-Modul.

Definition 2.9
Sei S/R Ringerweiterung.

(a) R (wie in 2.8) heifit der ganze Abschluss von R in S.
(

b) Ist R = R, so heiBt R ganz abgeschlossen in S.

) R
)
(c¢) Ein nullteilerfreier Ring R heift mormal, wenn er ganz abgeschlossen in Quot(R) ist.
(d) Ist R nullteilerfrei, so heifit der ganze Abschluss R von R in Quot(R) die Normalisie-
rung von R.

Bemerkung 2.10
Jeder faktorielle Ring ist normal.

Beweis
Sei K = Quot(R),r = § € K*,a,b € R teilerfremd. Sei r ganz iiber R. Dann gibt es
ag,...,0m_1 € Rmit 2" + ap 2™ P-4 ag=0 B0 +ay ba 4 4 b a4 agh” =

0 = b | a™ Widerspruch zu teilerfremd. = x € R = R normal.

§3 Der Hilbert’sche Nullstellensatz

Satz 5 (Hilbert’scher Nullstellensatz)

Sei K ein Korper und m ein maximales Ideal in K[X1,..., X,].
Dann ist L = K[X1,- .. 7Xn}/m eine algebraische Korpererweiterung von K.
Beweis

Fir n = 1 ist das aus Algebra I bekannt. Nimm das als Induktionsanfang einer vollstandigen
Induktion nach n.

L wird als K-Algebra erzeugt von den Restklassen zq,...,z, der Xy,..., X,,. Wenn z,... 2,
algebraisch iiber K sind, so auch L. Wir nehmen an, dass sei nicht der Fall, sei also ohne
Einschrankung x; transzendent iiber K.

Da L Korper, liegt K' := K(x1) in L, so dass L C K'[Xy,...,X,] ein Faktorring von

K'[X1,...,X,] nach einem maximalen Ideal ist.
B¢ Tg, ..., %, sind algebraisch iiber K’ = dJa;, € K' = K(x;) mit z}" + ZV o @y = 0 fur
i = 2,...,n. Nennen wir den Hauptnenner der a;, von nun b € K[Xl] = T9,...,T, sind ganz

tiber K[z1,07'] =: R.
Beh.: R ist Korper.
denn: Sei a € R\ {0} und ! das Inverse von a in L. Da L ganz iiber R ist,

gibt es ag,...,m 1 € R mit (@)™ + 7 ai(a) = 0 LA Sy taamt =
a(— 37 eya™ 1) = R ist Korper = Widerspruch! R kann niemals Kérper sein.
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Definition 2.11
Sei I < K[Xy,...,X,] ein Ideal. Dann heiit die Teilmenge V' (I) C K™, die durch

V() :={(x1,...,2n) € K" : f(x1,...,2,) =0Vf €I}
bestimmt ist, die Nullstellenmenge von [ in K™.

Beispiele
1.) aus der LA bekannt: affine Unterrdume des K" sind Nullstellenmenge von linearen Poly-
nomen.

2.) Anschaulicher Spezialfall von 1.):
Punkte in K™ : (z1,...,2,) : V(X — 21, Xo — 29, ..., X, — ).

Bemerkung + Definition 2.12
(a) Fiir 2 Ideale I; C I gilt V(1) 2 V(I3).

(b) Definiert man fiir eine beliebige Teilmenge V' C K™ das Verschwindungsideal von V
durch
IV)={fe K[X1,...,.X]: f(x1,...,2,) =0V(2q,...,2,) €V},
so gilt V. C V(I(V));
ist V' bereits Nullstellenmenge V() eines Ideals I von K[Xy,...,X,],
so gilt sogar V =V (I(V)).

Beweis
(a) Sei x < V(Iz) = f(ZL’) =0 \V/f c IQ 2 Il =T c V(Il)
(b) ”"C”: Definition von V und /

727 Sei Vo= V(I) fir I 9 K[Xy,...,X,]. Nach Definition I C I(V)
V() =V

9 vvy) c

Satz (Schwacher Nullstellensatz)
Ist K algebraisch abgeschlossenen, so ist fiir jedes echte Ideal I < K[X7,...,X,]: V(I) # 0.

Beweis
Sei [ < K[Xq,...,X,] echtes Ideal. Nach Algebra I gibt es dann maximales Ideal m O I. Weiter
gilt: V(m) C V(I), so kénnen wir ohne Einschrénkung annehmen, dass I = m maximal ist.

Nach Satz 5 ist K[X7, ..., X,]/m eine algebraische Korpererweiterung von K.

Da K algebraisch abgeschlossen = K[Xi,..., X,]/m = K.

Seien nun x; die Restklasse von X; in K[X,..., X,]/m und z = (z4,...,2,).

Fiir f € K[Xy,...,X,]ist f(z) = f(X1,...,X,) = fmod [ = f(z) =0V f €I =xc V(I).

Satz (Starker Nullstellensatz)
Ist K algebraisch abgeschlossen, so gilt fiir jedes Ideal I < K[X7,..., X,]:
IVI) ={feK[X),....X,]:Id>1:flel}=V1

Beweis (Rabinovitsch-Trick)

Sei g € I(V(I)) und fi,..., fn Idealerzeuger von I < K[Xy,...,X,].

Zu zeigen: 3d > 1 mit ¢¢ = > | a;f; fiir irgendwelche a;.

Sei J C K[Xq,...,X,, Xpi1] dasvon fi,..., fin, gXni1 — 1 erzeugte Ideal.
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Beh.: V(J) =0

Bew.: Sei x = (z1,...,%n,Tpy1) € V(J). Dann ist f;j(z') = 0 fir 2/ = (z1,...,2,) und
i=1,....m=2a2" €V(I).

Nach Wahl von g € I(V(I)) ist also g(2') =0

= (gXnp1 — D(z) = g(@)zp1 —1==-1#£0. = V(J) = 0.

Nach schwachen Nullstellensatz ist J = K[X1,..., X,11]

= 3by,...,bpund b € K[Xy,..., X mit Y " bif; +0(9 X1 — 1) =1

Sei R:= R[X1,..., Xn1]/(9gXny1 — 1) = K[ Xy, ... ,Xn][é]. Unter dem Isomorphismus werden
die f; auf sich selbst, die b; auf b; € R abgebildet = S, b;f; = 1 in R. Multipliziere mit dem
Hauptnenner g? der b; = 327 &gj@ fi=gt=I1(V(I)) C VI

7 D" klar.

§4 Graduierte Ringe und Moduln

Definition + Bemerkung 2.13
(a) Ein Ring S zusammen mit einer Zerlegung S = P, S: in abelsche Gruppen S; heifit
graduierter Ring, wenn fiir alle 7, j € N:

Si -8 C Siyj

(b) Ist S = €P,5, S graduierter Ring, so heifen die Elemente von S; homogen vom Grad i.

Fir f =", fi heiflen die f; die homogenen Komponenten von f.
(c) Ist S = €D;5( S graduierter Ring, so ist Sy Unterring mit 1 € .

Beweis

(c) So-So € Sovo = So

Sei 1=} geimite; €S;. Sei f €S, mtn>1,f#0.=f=/f-1=73fe mit
f-ei € Spyi. Da f nur auf eine Weise als Summe von homogenen Elementen geschrieben
werden kann, ist e; = 0 fiir ¢ > 0 und ey = 1.

Definition 4+ Bemerkung 2.14
Sei S = P, Si graduierter Ring.

(a) Ein Ideal I C S heifit homogen, wenn es von homogenen Elementen erzeugt wird.

(b) Ein Ideal I C S ist genau dann homogen, wenn fiir jedes f € I, f = > .., fi (fi € Si)

(c) Sei I C S homogenes Ideal, erzeugt von homogenen Elementen (h,),c;. Dann hat jedes
homogene f € I eine Darstellung f =) g,h, mit g, homogen.

(d) Ist I homogenes Ideal in S, so ist S/] graduierter Ring mit (S/[) = Si/(j N S;)
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Beweis
(b) “<": v
“=": Sei (h,),es homogenes Erzeugendensystem von I, f € I. Dann gibt es g, € S mit
f=2>2,9.h. Sei g, =3 4 gvi Zerlegung in homogene Komponenten.
= f = Zy,i gl,ﬂ'h,/ = fz = ZV gu,i—degfyhu (mlt Guj = 0 fll['] < 0) = fz el

(d) ¢: 9 =D;505 — Diso Si/(I N S;) ist surjektiver Ringhomomorphismus. Kern(y) wird
erzeugt von I NS;, @ > 0. Da [ homogen, ist Kern(p) = I. Aus dem Homomorphiesatz
folgt dann: S/I = P, Si/(I N S;)

Beispiele
(1) S=k[X,Y], I = (Y — X?) ist nicht homogen. S/I = k[X], @, S;/(INS;) =P, S: =S,
da I keine homogenen Elemente enthélt.
(2) 54 =P, Si ist homogenes Ideal.
Ist Sy Korper, so ist S, das einzige maximale homogene Ideal.

(3) S =k[X,Y], deg(X) =1, deg(Y) = 2. Dann ist I = (Y — X?) homogenes Ideal!

Definition + Bemerkung 2.15
Fiir einen graduierten Ring S = @z‘zo S; sind aquivalent:

(i) S noethersch.
(ii) Sp ist noethersch und S, endlich erzeugbares Ideal.
(iii) Sp ist noethersch und S ist endlich erzeugbare Sy-Algebra.

Beweis
»(1) = (ii)“ Sp = S/S4; S endlich erzeugbar, da S noethersch. Sy also noethersch.

S(il) = (1) S = So[Xi,...,X,] /I fireinn > 0 und ein Ideal I C Sy[Xy,...,X,]. S ist
—_————

noethersch nach Satz 4
also noethersch.

»(il) = (iii)“ Sei fi,..., fr homogenes Erzeugersystem von S, S’ := Sy[f1,..., f] C S die
von den f; erzeugte Sp-Unteralgebra von S.

Beh.: ' =5

Zeige dazu: S; C S’ fir alle 1.

Beweis der Behauptung durch Induktion iiber i:

i=0:v

i>0:g€S8 =Y 1 gofu mit gy € Si aea(s,)

f, €8y = deg(f,) >0=i—degf, <i=% g, €8 alsoist ge S

2.2}(0) g

Definition + Bemerkung 2.16
Sei S = P, Si graduierter Ring.

(a) Ein graduierter S-Modul ist ein S-Modul M zusammen mit einer Zerlegung M =
P,c, M; in abelsche Gruppen M;, sodass fiir alle i € N, j € Z gilt:

S My C My
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(b) Eine S-lineare Abbildung ¢ : M — M’ zwischen graduierten S-Moduln heifit grader-
haltend, wenn ¢(M;) C M/ fir alle i € Z

(c) Ein Ideal I C S ist homogen < I ist als S-Modul graduiert (mit der geerbten Graduie-
rung)

(d) ¢ : M — M’ vom Grad d < ¢(M;) C M, fir alle 3.
Kern(yp) ein graduierter Untermodul.

(e) Ist I C S homogenes Ideal, so ist ¢ : S — S/I = P,5,5:;/(I NS;) graderhaltend.
Kern(yp) ein graduierter Untermodul. -

Beispiele

Sei M graduierter S-Modul (z.B.: M = S). Fir | € Z sei M(l) der S-Modul M mit der
Graduierung (M(1)); := My, (insbes.: (M(1))o = M)

Si(M(1))i = Sj - Miyi © Mjpi = (M(1))i+;

M (1) heifit (I-facher) Twist von M.

Beweis
(e) Sei ¢ : M — M’ lineare Abbildung von S-Moduln vom Grad d. Sei z € Kern(p),z =
Yoicz®i = 0= p(x) =3 ., o(x;) ist Zerlegung in homogene Komponenten = ¢(z;) =
——

!
eMi,,

0Vi = z; € Kern(yp) Vi = Kern(yp) ist graduiert

Beobachtung
Ist o : M — M’ vom Grad d, so ist ¢ : M — M’(d) graderhaltend. Dabei ist M'(d) = M’ als
S-Modul, aber (M'(d)); = Myy;. Genauso ist ¢ : M (—d) — M’ graderhaltend.

Beispiele
M = S(=k[Xy,...,X,)]), f € S homogen vom Grad d = ¢y : S — S,g — f - g ist linear vom
Grad d.

Proposition 2.17
Sei S = k[Xy,...,X,], k ein Korper, S = @, Sa.

d = (n+d=1)---(d+1)

. n n+d-—1 1
dlmSc(l):( ) (= 1)1

Das ist ein Polynom vom Grad n — 1 in d (mit Leitkoeffizient ﬁ)

Beweis
Induktion tber n:

n=1:§=k[X],dmS" = () =1. v

n=2S=kX,X, dimS? = (N =d+1. v
n > 2: Induktion tber d:

d=0: dimS{"” = (") =1. v

d=1: dmS{"” = (1) =n. v

1
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d>1: dim Sc(ln) ist die Anzahl der Monome vom Grad d in X7, ..., X,,.

In Sc(ln) gibt es dim Sc(ln_l) Monome in denen X,, nicht vorkommt und dim S 5(171)1 Mo-
nome in denen X,, vorkommt

LV, .. (n) _ (n+d-2 nt+d—2\ _ _(n+d=2)! (1 1 _ _(n+d=2)! n4d-1 _
= dim5;" = ( d )+ ( d—1 ) = (d_1)!(n_2)!(a + ) = @-Dln—2) din-1)
(ntd—1)! (n+d—1)

d(n—1)! — \ d

Satz 6 (Hilbert-Polynom)
Sei k ein Korper, S = k[X, ..., X,], M ein endlich erzeugbarer graduierter S-Modul.

Dann gibt es ein Polynom Py € Q[T] vom Grad < n — 1 und ein dy € N, sodass Py(d) =
dim;, M, fur alle d > d.
Py heilt das Hilbert- Polynom von M.

Beweis
Induktion tiber n:

n = 0: M ist endlich dimensionaler k-Vektorraum, also My = 0 fiir alle d > 0, Py; = 0 tut’s.

n > 1: Sei ¢ : M — M die S-lineare Abbildung = — X, x, ¢ ist vom Grad 1, Kern(y) ist also
graduierter Untermodul, ebenso ist Bild(y) graduierter Untermodul, also auch M/ X, M.
Dann ist
0— \[S/ —>M(—1)2>M—>M/XTLM—>O
=Kern(y)

exakte Sequenz von graderhaltenden Homomorphismen zwischen graduierten endlich erzeug-
baren S-Moduln.

Beachte: M ist noetherscher Modul, da S noethersch und M endlich erzeugbar, also ist K auch
endlich erzeugbar.

Alle My, Ky, (M/X,,M)4 sind endlich dimensionale k-Vektorrdume = fiir jedes d € Z gilt:
dimy, Ky — dimy, M(—1)y + dimy, My — dimy,(M /X, M)g = 0 baw.

dlmk Md - dlmk Md—l = dlmk(M/XnM)d - dlmk Kd

Beh.: M/X,M und K sind (in natiirlicher Weise) k[X1, ..., X,,—1]-Moduln.

Bew.: klar fir M/X,, M.
fiir K: Seien yi, ..., y, Erzeuger von K als S-Modul. Sei y = >\, fiy; € K, fi € S. Dann ist
ohne Einschrankung f; € k[X1,..., X,_1], da X,, - y = 0 fiir alle 4.

Nach LV. gibt es P € Q[T] mit deg(P) < n — 2 und P = dimy(M/X, M)y — dim, K; =
dimy My — dimy My =: H(d) — H(d — 1).

Sei():— FT(T—1)...(T-k+1)€e []deg() k.

Schreibe P = > o ck( ) Es gilt ( ) ( ) (k+1) Setze P(T) ==Y _ gck(kH) deg(Py) <
n—1und Py(d) — Py(d — 1) = P(d). Py := Py + ¢, sodass Py(dy) = dimy My, .

Definition 2.18
Sei S endlich erzeugte graduierte k-Algebra, Sy = k, M endlich erzeugbarer graduierter S-
Modul. Dann heifit die formale Potenzreihe

o0

Hy(t) := > (dimy, M)t

=0

H:lbert- Rethe zu M.
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Beispiele
1) M=S=k[X]=dimM=1firallei= Hy(t) =Y gt = 1.

2) M=8=FkXy,..., X,

Bew.: ﬁ = (D22, t)" = >, i’ mit ¢; = #Partitionen von i durch hochstens n
Summanden = Anzahl der Monome vom Grad 7 in Xy,...,X,.

3) M =S =k[Y](Zk[X),degV =d>0= Hy(t) = 32, 4 = L

1—td
1: dl4
dim M, = { K

0: sonst

Satz (6%)

Wie in Definition 2.18 seien S endlich erzeugbare graduierte k-Algebra, M endlich erzeugbarer
graduierter S-Modul.

fi,- .., fr homogene Erzeuger von S als k-Algebra, d; := deg f;.

Dann gibt es ein Polynom F(t) € Z[t], sodass gilt:

F(t)
(1 —th) . (1 —td2) . ... (1 tdr)

Hu(t) =

Beweis
Induktion tiber 7:

r=0:5=95 =k= dim; M; =0 fir i > 0 = F(t) := Hy(t) ist Polynom in Z[t].
r > 0: Multiplikation mit f,. gibt exakte Sequenz von graderhaltenden S-Modul-Homomorphismen:
0— K — ML M(d,) — (M/f,M)(d,) — 0

Wie in Beweis von Satz 6 sind K und @ := (M/f.M) Moduln tiber 8" := k[f1,..., fr-1] C S
= fiir jedes i > 0 ist

—dim M,L + dim MierT = dim Qi+dr — dim Kz

0 0 00 0
= Z dim MZ'_‘_drtH—dr — tdr Z dim Mltl = Z dim Qi_‘_drti—’—dr — tdr Z dim Kth
1=0 =0 1=0

=0
dr—1 dr—1
= Hy(t) — > dim Mt' — t" Hy (t) = Ho(t) — > dimQ;t’ — t* Hy(t)
i=0 =0
dr—1 dr—1
(1= t*")Hy(t) = Ho(t) — t" Hie(t) + Y dim Mt — ) dim Qit'
i=0 =0

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Fi(t), F»(t) € Z[t] mit

F1<t) tder(t) dr—1 dr—1

(1= t")Hy(t) = == e + ) dimM;t' — »  dim Qt’
0o oo 2 2 mar
::E(t)
r—1
= Behauptung mit F(t) = Fy(t) — t7 Fy(t) + G(t) - [ [(1 - %)
=1
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§5 Invarianten endlicher Gruppen

Definition + Bemerkung 2.19
Sei k ein Korper, n > 1, k[X] := k[X4,..., X,].
Sei G C Aut(k[X]) eine Untergruppe der k-Algebra-Automorphismen.

(a) K[X]¢ := {f € k[X] : o(f) = f fiir alle 0 € G} heifit Invariantenring von k[X] beziig-
lich G.

(b) k[X]€ ist k-Algebra.

(c) G heit linear, wenn jedes o € G graderhaltend ist. Dann ist o|ix), ein k-Vektorraum-
Automorphismus und o +— o|yx, ist ein Gruppenhomomorphismus G — GL, (k).

Beispiele
1) n=2G={id,oc} mit o(X) =Y, 0(Y) = X = k[X,Y]¢ wird erzeugt von X + Y und
X-Y.
XE4YE (X Y = —XE1y — - XYR = XY(XF2 YR

2) n=2,G={id, ¢} mit p(X) =—-X, ¢(Y) =—-Y (char k # 2).
k[X,Y]¢ wird erzeugt von X2 Y2 XY.

Satz 7 (Endliche Erzeugbarkeit des Invariantenrings)
Seien k, G, k[X] wie in Def. 2.19, G linear und endlich.

(a) (Hilbert) k[X]€ ist endlich erzeugbare k-Algebra
(b) (E. Noether) Ist m = |G|, so wird k[X]¢ von Elementen vom Grad < m erzeugt.

Beweis
(a) Sei S := k[X]¢ (graduierte Unteralgebra von k[X]).
St =B;05, I := Syk[X] (Ideal in k[X]) = I ist endlich erzeugt.
Seien fi,..., fr € S homogene Erzeuger von I, S" := k[f1,...,f;] C S
Beh.: S =95 ) )
Bew.: Seialso f =), f; €S, fi € S;. Zeige mit Induktion: Sy C S’ fiir jedes d > 0.
d=0:Sy=Fk=25]

d>1:Sei feS;=feS, Cl=f=>_0f mtgeckXiaq, d=deg(f) =
deg(g:) < d

sMittelung“: Die Abbildung ¢ : k[X] — S, f — ﬁ Y occ 0(f) ist lineare, graderhaltende
Projektion.

= f=0(f) =22 w(g:)fi mit ©(g;) € S, deg(p(g:)) < d

Also nach Induktionsvoraussetzung ¢(g;) € 8" = f € 5’

= k[fla s 7f7“] = k["{]G

Beispiele
S, operiert auf k[X1,...,X,] durch o(X;) = X,0). k[X1,...,X,]° sind die symmetrischen
Polynome.

Beh.1:
k[X1,...,X,]%" wird (als k-Algebra) erzeugt von den ,elementarsymmetrischen* Polynomen:
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S1 :X1++Xn
Sp = X1 Xo+ X1 X3+ + X, 1 X, = Zl§i<j§n XiX;

83 = 21§i<j<k§n Xi X Xy

Spi=X1..- Xy

Beh.2: k[Xy, ... ,Xn]S” wird erzeugt von den Potenzsummen
fl = 81 = ZX’L

fk:Z?:1Xik’ k:].,...,n

Bemerkung

¢ k[X] — k[X]Y f— ﬁ Y oec 0(f) ist k-lineare graderhaltende Projektion.

Beweis
(b) Sei S die von den ¢(X"), |v| < |G| erzeugte Unteralgebra von k[X]%. Dabei sei fiir

v=(v1,...,vp) €N XV := X" - XU ound |v| =)
Zu zeigen: o(X¥) € S fiir alle v € N”.
Hilfsgrofe: Fiir d > 0 sei Fy =3 o> o(X)V)? € k[Xy,..., X, Y1,..., V)]
i=1
=7y
Fi= 5o 22 O N S i 2= 7,

Umformungen:

(1) Fa = Yoea Xpjma Wo (XYY (mit 7, = S705) = 35 1 (Fpeq o (XM)YY) =

Z|y|:d Yump(XY)Y?.
Nach Beh.2 gibt es a, € k, p € N* mit Y"1 ip; = d

v. sortieren nach

@) m v\ v
(2) Fy = ZuENm aMFlul et F#zm = ZMEN Ay Hj=1(2|’/|:j 'y,,mgo(X )Y ) ’ Potenzen von Y

S renm PA(X)Y mit Py € S.
Koeffizientenvergleich zwischen (1) und (2) ergibt:
0 Al #d
P, = \
nme(X7) Al =d
= o(X*) € S fiir alle A € N
Beispiele
n=2G=(0),0X)=Y,0Y)=-X=G=Z/4Z
Durchrechnen aller Monome mit Grad < |G/:

f=dd(f) of)  *(f) ) | Xseco(f) =4e(f)

X Y -X Y 0

Y ~X -y X 0

X2 Y2 X2 y?2 2(X2 +Y?2)
y2 X2 y? X2 2(X2+Y?)
XY ~YX XY  -YX 0

X3 ys D 'C I 0

y3 -x3  —y® X3 0
Xy  —XY? —X?%Y XY? 0
Xy? Xy  —XY? —X?% 0

X4 Y4 X4 y4 2(X*+Y?
Xy3  —X3Y  XY? X3 | 2XY(Y?-X2)
X2v?  X?y? X?y? X?%y? A(X2Y?)
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= k[X,Y]% wird erzeugt von I, = X?> +Y? [, = X?Y? [; = XY (X?-Y?) (und [, = X* +
Y* = [} —21,). Zwischen I}, Iy, I3 besteht die Gleichung I3 = I(X*+Y*—2X?Y?) = [, (I} —415)

§6 Nakayama, Krull und Artin-Rees

Definition 4+ Bemerkung 2.20
Sei R ein Ring.

(a)
J(R) == N m

m maximales Ideal in R

heiflt Jacobson-Radikal von R.
(b) J(R) ist Radikalideal.
(c) Fiir jedes a € J(R) ist 1 — a eine Einheit in R.

Beweis
(b) Sei z € R, 2" € J(R); zu zeigen: x € J(R).
m prim

Sei m maximales Ideal von R, dannist 2" €em = ze€em=2xz € J(R)

(c) Ist 1 —a ¢ R*, so gibt es ein maximales Ideal m mit 1 —a € m,
aber: a ist auch € m, also auch 1 =1 — a + a € m = Widerspruch.

Beispiele
J(Z) =0, J(k[X])=0
R lokaler Ring = J(R) = m (es gibt nur ein maximales Ideal in R)

Satz 8 (Lemma von Nakayama)
Sei R ein Ring, I C J(R) ein Ideal, M ein endlich erzeugbarer R-Modul, N C M ein Unter-
modul.

Dann gilt:
Ist M=1-M+ N, soist N =M

Speziell: Ist M =1-M = M = 0.

Beweis
Sei M =1-M+ N = M/N = (- M)/N =1- M/N, also ohne Einschrankung N = 0.
Annahme: M # 0
Dann sei x1,..., 2, ein minimales Erzeugendensystem von M, also M’ := (xs,...,x,) C
Nach Voraussetzung ist M = I - M, also xy € I - M = 3ay,...,a, € I mit xy = > | a;x; =
a1y + agTy + - -+ apt, = 1 (1 —ay) € M’ = x; € M'. Widerspruch.

N L, . ,

~
eM’ €R* 2.20 (c)

Folgerung 2.21
R, I, M wie in Satz 8.
Dann gilt fir z,...,z, € M:

T1,...,T, erzeugt M < Ty, ..., T, erzeugen M = M/]M
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Beweis

,= “ Klar.

,<=“ Sei N der von x1,...,z, erzeugte Untermodul von M. Dann ist M = N +1-M Saty 8
M= N.

Beispiele

R lokaler Ring mit maximalem Ideal m. M =m, [ = m.

Falls m endlich erzeugt, d.h. falls R noethersch: m?> = m = m = 0, also R Korper.

Satz 9 (Durchschnittssatz von Krull)
Sei R noethersch, M endlich erzeugbarer R-Modul, I C R Ideal.

Dann gilt fiir
N:=(I"M : I-N=N

n>0

Folgerung 2.22
(a) Istin Satz 9 I C J(R), so ist N =0.

(b) Ist R nullteilerfrei, so ist [, [" = 0, falls [ # R.

Beweis
(a) klar.

(b) Sei m ein maximales Ideal mit I C m. Ry, die Lokalisierung von R nach m.
Ry, ist noethersch, lokal, also J(Ry) = mRy,.
i: R — Ry, aw— { ist injektiv, da R nullteilerfrei.
Dann st i((,50 1) € Muzo i) S Nyzo(mBw)” 2 0.
Da i injektiv ist, folgt (1,50 " = 0.

Proposition 2.23 (Artin-Rees)
Sei R noethersch, I C R Ideal, M endlich erzeugbarer R-Modul, N C M Untermodul.
Dann gibt es ein ng € N, sodass fiir alle n > ng gilt:

I"M AN =I""("Mn N)

Beweis (Satz 9)
Setze in Prop. 2.23 (Artin-Rees) N = (1, ["M.

Dannist N = (| I"M =I""'"Mn()I"M =I"""MnN
n>0 n>0
MU [ M AN) = I M O (\I"M)=1-()I"M =1-N

n>0 n>0

Beweis (Prop. 2.23)

Fiihre Hilfsgrofen ein:

R = @D,5, I" ist graduierter Ring, R = R ist noethersch, I ist endlich erzeugt,
= R’ ist noethersch (als endlich erzeugte R-Algebra),

M':=@p,~, "M ist graduierter, endlich erzeugter R'-Modul,
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N’ = @nZO I"M N N ist graduierter R'-Modul, Untermodul von M’, also auch endlich erzeug-

::erl
bar. N’ werde erzeugt von den homogenen Elementen z1,...,z, mit x; € Nq’l
. . / _ r . n+1l—n;
Fiir n > ng := max{ny,...,n,} ist dann N} ., ={>,_ aw;: a; € R, , =1 }.

I N =1-{37_ ax;: a E R, =I""}y={>"_dx;: a; el -I""" ="} =N .
Mit Induktion folgt die Behauptung.
Beispiele
1) R=17Z? =7 & Z ist noethersch, aber nicht nullteilerfrei.
Sei I das von e; = (1,0) erzeugte Ideal, I? = (e2) = (e1) =
e € R heifit idempotent, wenn e? = e ist. Dann ist (e — 1)e

Frage: was ist Z? lokalisiert nach I?
Antwort: (Z & Z); = Q.

I ( ey ist ,idempotent “)

2) R=C>(-1,1), I={f€R: f(0)=0}. R/I =C (oder R).
I ist Hauptideal, erzeugt von f(z) = =.

NI"=7?2B. f(z)=e 2 € (I
R ist nicht noethersch!

3) R=k[X,Y], I = (X Y), k algebraisch abgeschlossen.

R=RalI&Pq =@, =Ll v]/(Xv_Yu).
Was sind die maximalen homogenen Ideale in R', die nicht ganz R/, enthalten?

Typ 1: maximale Ideale in R, # (X,Y): (X —a,Y — b) mit (a,b) # (0,0)
Typ 2: (X, Y, au + Bv), (a,B) # (0,0)

§7 Krull-Dimension

Definition 2.24
Sei R ein Ring.

(a) Eine Folge pg, p1, ..., p, von Primidealen in R heifit Primidealkette zu p = p, der Lange
n,wenn p; 1 Cp; fire=1,... n.

(b) Fiir ein Primideal p C R heif}t

h(p) :=sup{n € N : es gibt Primidealkette der Lénge n zu p}

die Hohe von p.
(¢) dim R :=sup{h(p) : p Primideal in R} heit Krull-Dimension von R.

Beispiele
(a) R =k Koérper: dim k=0
(b) R=7:dim Z =
() R = K[X]: dim K[X] =
(d) R =k[X,Y]: dim k[X,Y]

=2
> 2 ist klar, da (0) € (X) € (X,Y). Aber warum = 27
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Bemerkung 2.25
Sei R ein nullteilerfreier Ring. Dann gilt:

(a) Sind p, ¢ Primelemente, p # 0 # ¢ mit (p) C (q), so ist (p) = (q).
(b) Ist R Hauptidealring, so ist R Kérper oder dim(R) =1

Beweis
(a) (p) C(q) =pe(q),dh.p=q-rfirenrecR.
Da R nullteilerfrei, ist p irreduzibel, also r € R* = (p) = (¢)

(b) dim R < 1 nach (a). Sei R kein Korper, also gibt es ein p € R (p # 0) mit p ¢ R*.
Da R nullteilerfrei, ist (0) Primideal; p ist in einem maximalen Ideal m enthalten (m = (¢))
= (0) € m ist Kette der Linge 1 = dim(R) > 1 = dim(R) =1

Satz 10
Sei S/R eine ganze Ringerweiterung. Dann gilt:

(a) Zu jedem Primideal p in R gibt es ein Primideal P in S mit PPN R = p

(b) Zu jeder Primidealkette pg C p1 € ---p, in R gibt es eine Primidealkette Py C P1 <
P, in Smit P,NR=p; (1=0,...,n)

(¢) dim R =dim S
Beweis
(a) Beh.1: p-SNR=p
Dannsei N:=R\pund P:={I C Sldeal : INN =0, p-SCI}
Nach Beh. 1 ist P # (). Nach Zorn gibt es ein maximales Element 3 in P. Die Aussage
folgt also aus Beh 2.:

Beh. 2: ‘P ist Primideal.
Bew. 2: Seien by, by € S\ P mit by - by € P. Dann sind P+ (by) und P+ (b2) nicht in P.
Es gibt also s; € Sund p; € P (1 = 1,2) mit p; + 8; - b; € N. = (p1 + $1b1)(p2 + s2b2) €
N NP = 0. Widerspruch.
Bew. 1: Seibep-SNR,b=pit;i+...+bpty mit p; € p,t; € S. Da S ganz ist iiber R,
ist S" := RJty,...,t;] C S endlich erzeugbarer R-Modul.
Seien sq, ..., s, R-Modul Erzeuger von S’. Fiir jedes i hat b - s; eine Darstellung b - s; =
Y ope QikSk mit ay € p (weil b e p - S').
Es folgt: b ist Nullstelle eines Polynoms vom Grad n mit Koeffizienten in p:
b+ bt = 0,05 € p

—_

€p

Nach Voraussetzung ist be R:b"€ep=bep=p-SNRCp.

(b) Induktion iiber n: n =0 ist (a). n > 1:
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Kette Lo C ... T P71 in S mit P, N R =p;
(1=0,...,n—1).
Sei S' 1= S/‘Bmv R = R/pnq' Dann ist S’/R' ganze Ringerweiterung.
Nach (a) gibt es in S’ ein Primideal ], mit P!, N R’ = p!, := pn/pn_l.
Dann gilt fir B, := pr=*(P,) (pr: S — S kanonische Projektion):
PBn N R =p, und Py # P
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(c¢) Aus (b) folgt: dim S > dim R. Es bleibt zu zeigen: dim S < dim R.

SeiPo C ... TP, Kettein S, p; =P, N R, i=0,...,n.
klar: p; ist Primideal in R, p,_1 C p;. Noch zu zeigen: p; | # p; fiir alle 7.

Gehe iiber zu R/piq und S/‘Bi,p also ohne Einschrankung p; ; = (0) und B;_; = (0).

Annahme: p; = (0)

Sei b € B, \ {0}. b ist ganz iiber R: b" + a, 1" '+ -+ +a1b+ag = 0.
Sei n der minimale Grad einer solchen Gleichung.

Esist ag = —b(b" '+ a, 10" 2+ -+ a1) € RNP, =p; = (0).
=0=-bb"1+a, "+ +a)

Da S nullteilerfrei ist, muss gelten: b" ! + a,_b" 2+ --- +a; = 0.
Widerspruch zur Wahl von n.

Folgerung 2.26
Sei S/R ganze Ringerweiterung, p bzw. 8 Primideale in R bzw. S. Ist p = P N R, so gilt:

p maximal <= ‘P maximal

Beweis

»= " Sei P’ maximales Ideal in S mit P C P’. Dann ist P'N R = p weil p maximal = P’ = P.

Nach dem Beweis von Teil (c) des Satzes.

»<=" Sei p’ maximales Ideal mit p C p’. Nach (b) gibt es ein Primideal 8" in S mit P'NR =

umd PP = P'=P=1yp =p

B maximal

Satz 11
Sei k Korper, A endlich erzeugbare k-Algebra.

p/

(a) In A gibt es algebraisch unabhéngige Elemente x4, . .., x4 (fiir ein d > 0), sodass A ganz ist
tiber k[xy,...,24]. [iIsomorph zum k[X7, ..., X4, da algebraisch unabhéngig; Als Modul

endlich erzeugbar, da als Algebra endlich erzeugbar.|

(b) Ist I C A ein echtes Ideal, so kénnen in a) die z; so gewéhlt werden, dass INk[xq,. .., x4

(541, ..., xq) fir ein 6 < d.
(c) dim k[xy,...,zq) =d (= dim A =d)

Beweis
(c¢) ,>* Klar.

2<% Sei 0 C p; € -+ C p,, Primidealkette in A. Ohne Einschrankung (Satz 10) sei

A=klzy, ..., x,].

Nach (b) existiert eine Einbettung B := klyi,...,yqs) <— A mit p; N k[y1,...,y4] =

(y(5+17 s 7yd)‘

Beh.: 6 <d—1 (d.h. py Nk[y1,...,v4] #{0})
Denn: Sonst A ganz tiber B = p; = 0 (Satz 10, Beweis Teil (c)).

Sei nun A; := A/P17 B = B/(]h N B) > klyr,...,ys). Ap ist ganz tUber By, also ist nach

Satz 10 (c) dim A; = dim B, = §

Weiter ist 0 =P1)y C P2 C - C Pm/y Primidealkette in A;.
=m—-1<i<d—-1=m<d
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(a)

Sei A = klay,...,a,] (endliches Erzeugendensystem)
Induktion tiber n:

= 1: A = k[a]; ist a transzendent, so ist A = k[X]. Sonst: A = k[X]/(f) fiir ein
irreduzibles f € k[X], also endliche Korpererweiterung von k.

n > 1: Sind a4, . .., a, algebraisch unabhéngig, so ist A = k[X}, ..., X,]. Andernfalls gibt
es F' € k[Xy,..., X, mit F(ay,...,a,) =0.

1. Fall: F = X7+ 3" g, X7 fiir ein m > 1 und g; € k[X1, ..., X,_1].

Aus F(ay,...,a,) = 0 folgt a, ganz tber k[ai,...,a,—1] =@ A’. Nach Induktionsvoraus-
setzung existieren algebraisch unabhéngige Elemente x1, ..., 24 in kfay, ..., a,_1], sodass
A" ganz tiber k[zy,...,x4). A ist also ganz iiber k[xy, ..., z4], da A = A'[a,].

2. Fall: F beliebig, F' = >_"" ) F; homogen vom Grad 1.

Ersetze a; durch b; = a; — Na, (i = 1,...,n — 1, \; € k ,geeignet®). Dann sind
bi,...,bn_1,a, auch k-Algebra-Erzeuger von A. Das Monom ai* - - - a* geht iiber in

H (bi + Niay)" = aln H Aa,t + Terme niedriger Ordnung in a,

=1
= Fn(ay,... an) = F,(M,..., A1, 1) - @ + Terme niedriger Ordnung in a,
= F(ay,...,a,) = F(A1,..., An—1,1) - @ + Terme niedriger Ordnung in a,

Ist Fm(Al, ooy An_1, 1) # 0, so weiter wie in Fall 1.
Ist k& unendlich, so kann man immer Ay, ..., A, finden, sodass F,,,(A1,..., A\,_1,1) # 0.
Ist k endlich, so hilft es, a; durch b; = a; — a¥ zu ersetzen.

Ohne Einschréankung sei A = k[xy,...,z4] (betrachte I’ = I Nk[xy, ..., z4]).

1. Fall: I = (f) Hauptideal, f # 0.

Setze yq = f, y; = x; — \jzq fur geeignete \; € k.
Dann ist f — y4 = 0 normiertes Polynom in z4 tiber [y, ..., v4] (vgl. (a))

Beh.: TN k[yi, ..., vd = (ya)

Denn: Sei g € I Nklyr,...,ya|, dh. g = h- f fir ein h € k[xq,...,24]. h ist ganz iiber
k[y%"'ayd] = hm—l—bm—lhmil + - +b1h+b0 =0 (m > ]-7 bZ € h[yla"'7yd]) =
9"+ b fg" T A D g 4 b f =0

=Yq-...

yq teilt also g™, d.h. ¢™ € (yq) Pin g € (ya)
2. Fall: Sei I beliebig. Induktion tiber d:
= 1: A = k[X] = jedes Ideal ist Hauptideal.

d>1:Sei fel, f#0.
Dann gibt es nach Fall 1 eine Einbettung k[y1, . ..y4) <— A mit f = y,.
I'= Okl ..y

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Einbettung k[z1, ... zq_1] < k[y1, ... yq_1] mit I'N
klz1,...24-1] C (2541, ... 2q-1) firein 6 < d — 1.

= 1N k’[Zl, .. 'Zd—lazd] = (Z5+1, .. .Zd_l,yd)
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Folgerung: Fiir jede endlich erzeugte nullteilerfreie k-Algebra A iiber einem Korper k gilt:

trdeg(Quot(A)) = dim A

Dabei ist trdeg(A) (der Transzendenzgrad von K iber k) die Maximalzahl tiber k
algebraisch unabhangiger Elemente in K.

§8 Das Spektrum eines Rings

Definition + Bemerkung 2.27
Sei R ein Ring.

a) Spec(R) :={p C R :p Primideal} heiit Spektrum von R.
b) Eine Teilmenge V' C Spec(R) heifit abgeschlossen, wenn es ein Ideal I C R gibt mit
V =V(I):={p € Spec(R) : I C p}
c¢) Die abgeschlossenen Teilmengen von Spec(R) definieren eine Topologie auf Spec(R), sie
heifit die Zariski- Topologie.

Beispiele
R =Z: Spec(Z) = {(0)} U{(p) : p Primzahl}
V((p)) = (p) = (p) ist abgeschlossen in Spec(R) fiir jede Primzahl p.

R = Kk[X]: {(0)} = Spec(R).

[ € k[X] irreduzibel = (f) ist abgeschlossener Punkt.

k= C: f irreduzibel & f(X) = X — ¢ fiir ein ¢ € C. = Spec(C[X]) = CU{(0)}
Beweis

¢) Sei U C Spec(R) offen :< Spec(R) \ U abgeschlossen.

7 zeigen:

(i) 0 ist abgeschlossen: ) = V(R).
Spec(R) ist abgeschlossen: Spec(R) = V((0)).

(ii) endliche Vereinigung von abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.
Zeige dazu: V(L)U---UV (L) =V(LHNn---NL)=V({----- I,,)
denn: Ohne Einschrankung sei n = 2:
LéSeipeV(h)=hLCp=0LNLCCp=peV(NI).

24 Seip e V(ILLND), pg V(L)
Dann gibt es ein a € I \ p. Sei b € L.

Damnist a-be N1y C . p%ﬁ;“bep;»lggp, d.h. p € V().
or. agp

38



(iii)

beliebiger Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen. Zeige dazu:
NV) =V (Z 1V>

denn:pe(\ V() & I, CpYv e > I, Ch.

Bemerkung 2.28

a)
b)

Fur Ideale Il Q ]2 ist V(Il) D) V(IQ)

Fiir jedes Ideal I C R ist V(I) = V(vI) = V(Rad(I))

Beweis
Sei p Primideal mit I C p, f € VI, dannist f* € I fireinn > 1. = f" €p :> fep

= VICy.

Die U(f) := Spec(R) — V((f)), f € R\ 1/(0) bilden eine Basis der Zariski-Topologie.
Beweis

V(0) = Npespec(r) P (U7A2D)

Also ist V(f) = Spec(R) < f € 1/(0). Fiir f € R\ 1/(0) ist also U(f) # 0.

Zu zeigen: Ist U C Spec(R) offen, U # 0, so gibt es ein f € R\ 1/(0) mit U(f) C U.

Sei also U = Spec(R)—V (I) mit I ¢ /(0). Fiir f € I\/(0)ist (f) C I, also V(f) 2 V(I)
= U(f) CU.

Zusatz: U(f) = {p € Spec(R) : f ¢ p}.

Definition + Proposition 2.29

a)

Ein topologischer Raum X hiefit 2rreduzibel, wenn er nicht Vereinigung zweier echter
abgeschlossener Teilmengen ist.

Beispiele
R =C[X,Y]

V(X)) = {(X)}U{(X,Y —¢),ceC}
V((Y)) = {(¥)} U{(X —a,Y),a € C}.

(X
Y
V(X-Y)=V({(X))uV((Y)) = Achsenkreuz und (X), (V).

Eine abgeschlossene Teilmenge V' (I) C Spec(R) ist genau dann irreduzibel, wenn [ ein
Primideal ist.

Beweis
,=“Seien fi,fo € R, fi-fo € T und f; ¢ I. Dann ist V(fy) 2 V := V().

Andererseits: V- C V(f1- f2) = V(f1) UV (f2)
= V=VnV(f)ulVnV(f))
— VCV(fy) = foel

V irreduz.
<“Sei V() =V =V(L)UV(ly) und V() #V

dh. L, ¢ I.Sei fy e L\ 1

Andererseits ist V(I - ) = V(L) UV(LL) =V = L - I, CVI=1

Fiir jedes f € Iy ist also f1-f €1 le fel=0LCI=V({I) CV().
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Folgerung 2.30
Ist Spec(R) hausdorffsch, so ist dim R =0

Beweis

Spec(R) hausdorffsch, = jede irreduzible Teilmenge von Spec(R) ist einelementig.

= Fiir jedes Primideal p von R ist V(p) = {p}
= jedes Primideal in R ist maximales Ideal.
= dimR =0

Definition + Bemerkung 2.31
a) Fir eine beliebige Teilmenge V' von Spec(R) heifit

Iv)y=\»
pev

das Verschwindungsideal von V.

b) Fiir jedes Ideal I von R gilt:

Beweis
Nach U7A2dist VI= (] p= (] p
p2I peV (1)
p Primideal
Folgerung

Ist V(I,) = V(I,), so ist I} = /L.
Definition 4+ Proposition 2.32

a) Sei X ein topologischer Raum. Eine irreduzible Teilmenge V' C X heifit ¢rreduzible

U, U,

) (o

X:(X—Um)U(X—Uy)
= X nicht irreduzibel.

Komponente, wenn V maximale irreduzible Teilmenge ist bzgl. C.

b) Jeder topologischer Raum ist Vereinigung seiner irreduziblen Komponenten.

c¢) Ist R noethersch, so ist jede abgeschlossene Teilmenge von V' von Spec(R) endliche Ver-

einigung von irreduziblen Komponenten von V'; diese sind eindeutig bestimmt.

Beweis

b) Zu zeigen: jedes x € X ist in einer irreduziblen Teilmenge von X enthalten.

Sei C, :={U C X : z € U, U irreduzibel}.
C. # 0, da {z} € C,.
Seien (U;)ien in C, mit U; C Uy fiir alle 4.

Sei U := [U;en Ui, zu zeigen: U € C,, d.h. U irreduzibel.

denn: Sei U = VUW, V, W abgeschlossene Teilmengen von U. Dann ist U; = (U;NV)U

(U; N W) fiir jedes i € N

Da U; irreduzibel, ist (ohne Einschréankung) U; NV =

S Ui CV 23U =g : Ui SV =UCV.
= U irreduzibel.

U; fur unendliche viele 3.

Mit dem Zornschen Lemma folgt: C, enthalt ein maximales Element.
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¢) Ohne Einschrinkung sei V' = Spec(R): Sei V = V() fiir ein Ideal .
V(1) = {p € Spec(R) : I C p} " (' € Spec(R/1)}
Aus 2.34b wird folgen: Die Abbildung ist ein Homéomorphismus.

Sei U die Menge der abgeschlossenen Teilmengen von Spec(R), die nicht Vereinigung von
endlich vielen irreduziblen Teilmengen sind. Weiter sei J := {I(V) : V € U}

Zu zeigen: U = ()

Anderenfalls ist auch J # (). Da R noethersch ist, enthélt J ein maximales Element (V)
fur ein V) € Y.

V4 ist nicht irreduzibel.

Also gibt es abgeschlossene Teilmengen Vi, V5 von Vg mit Vy = V3 U V,, Vi #£ Vy #£ Vs,

Vi g U firi=1,2,da I(Vy) G 1(V)

Also lassen sich V; und V5 als endliche Vereinigung von irreduziblen Teilmengen schreiben.

= Vp lasst sich auch als endliche Vereinigung von irreduziblen Teilmengen schreiben.
Widerspruch zur Wahl von V4.

= U = 0.

Sei also V =V, U --- UV, mit irreduziblen Teilmengen V;.

Noch zu zeigen:

e die V; sind (ohne Einschrankung) irreduzible Komponenten.

e FEindeutigkeit

denn:

Aus b) folgt: jedes V; ist in einer irreduziblen Komponente XZ von V' enthalten, also
V = J._, Vi; ohne Einschrénkung alle V; verschieden.

Sei W irreduzible Komponente von V.

=W =U_,Wn ‘7@) by e gibt ein ¢ mit W C V;
irreduz.

W=V

W Komponente

Folgerung 2.33
Ein noetherscher Ring hat nur endlich viele minimale Primideale.

Beweis
Sei p € Spec(R) minimales Primideal. < V (p) C Spec(R) irreduzible Komponente.

Proposition 2.34
Sei o : R — S Ringhomomorphismus.

a) Die Abbildung ¢, : Spec(S) — Spec(R), p — a~(p) ist stetig.

Eleganter: R — Spec(R) ist kontravarianter Funktor Ringe — top. Raume

b) Ist a surjektiv, so ist ¢, injektiv und ¢, (Spec(S)) = V(Kern(«))
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Beweis
a) o !(p) ist Primideal:
Seien a,b € Rmit a-b € a~ (p) = ala-b) € p = a(a) €p = a € a~(p)

©o stetig: Zu zeigen: fiir jede abgeschlossene Teilmenge V' = V(1) von Spec(R) ist ¢, 1 (V)
abgeschlossen in Spec(S).

po (V(I)) = {p € Spec(S) : I Ca~'(p)} = {p € Spec(S) : a(I) C p} = {p € Spec(S) :
a(l)-SCpt=V(a()-59)

b) Seien p,p’ € Spec(S) mit v, (p) = wa(p’)
= a~H(p) = a7l (p) = ala™H(p)) = of

Q
L
—~

=3
—
S~—

l
-U\

§9 Diskrete Bewertungsringe

Definition 2.35

Sei K ein Korper.

Ein surjektiver Gruppenhomomorphismus v : K* — Z heifit diskrete Bewertung, wenn fiir
alle x,y € K* mit x +y € K* gilt:

v(z +y) > min{v(z),v(y)}

Anmerkungen: Manchmal setzt man v(0) = co.
Da v Gruppenhomomorphismus ist, gilt: v(z - y) = v(x) + v(y) und v(1) = 0.

Beispiele
1.) K =Q, p € Z Primzahl.
Fir £ € Q\ {0}, a,b € Z schreibe a =p” -a’, b=p™ -b' mit p{a’, pt .

Setze v,(§) :=n —m. Und es gilt: a + b @ nsm P (a4 pm ).

v, heiBlt p-adische Bewertung auf Q. Es gilt:
e v,(a) >0Va € Z v3(L) =0, v3(2) =2.
e v,(a+b) =min{v,(a),v,(b)}, falls v,(a) # v, (D).
2.) K = k(X) = Quot(k[X]) (k Korper).
Fir f = % sei v(f) =v(f1) — v(fa).

(a) v(f1) = ord,(f1) fiir festes a € k (Nullstellenordnung).
Es gilt va(f1 - f2) = va(f1) + va(f2)
va(f1 4 f2) = va((X —a)™ - g1 + (X —a)™ - )
PR (X =) (g (X - )

(b) Fir f € k[X] sei v(f) = —deg(f).

Bemerkung 2.36
Sei v : K* — Z diskrete Bewertung. Sei p € R mit 0 < p < 1. Dann ist die Abbildung

0 =0
HwKHRh%={<>x
pt e KX

ein Absolutbetrag auf K, d.h. eine Abbildung K — R mit:
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(i) [zl =0 2=0
(i) |z - ylo = |2]o - [yl
(ill) |2+ ylo < |zlo + lylo

In unserer Situation gilt sogar:
|z + y|, < max{|z|,, |y} < |z|s + |y|s = ,nichtarchimedischer Betrag*

Weiter ist d(z,y) := |xr — y|, eine Metrik auf K.

Zur Geometrie
Kreis um a mit Radius m: K, = {b € K : d(a,b) <r}.

Jeder Kreis hat mehrere Mittelpunkte:
Beh.: Fiir jedes a' € K, ist K,.(d') = K,(a)
Bew.: Sei b € K,.(a), also d(b,a) <.

Dreiecksungleichung:
d(b,a") < max{d(b,a),d(a,a’)} <r =be K,.(d)
R</—/ H<’—/

Es gibt kein allgemeines Dreieck:
Ist d(a,b) < d(a,c), also |a—b| < |c—al, soist |c—b| = |a—b+c—a| = max{|a—0|, |c—a|} = |c—a]
= jedes Dreieck ist gleichschenklig.

Erinnerung

R entsteht aus Q durch ,Vervollstandigung“:

C' := Ring der Cauchy-Folgen von Q (bzgl. | |)

N := Ideal der Nullfolgen in C' (maximales Ideal)
R:=C/N

Analog:

Cp = Ring der Cauchy-Folgen von Q (bzgl. | |, == |,,)
N, := Ideal der Nullfolgen in C,, (maximales Ideal)

Q, := C,/N, ,Kérper der p-adischen Zahlen*

Bemerkung 2.37
Ist v diskrete Bewertung auf K, so ist O, := {x € K : v(z) > 0} U {0} ein Ring, genauer: ein
lokaler Ring mit maximalem Ideal m, := {z € K : v(z) > 0} U{0}.

Beweis

O, ist Ring, da v(z + y) > min{v(x),v(y)} > 0 fir alle z,y € O.

m, ist Ideal: Ist x € m,, r € O,, soist v(z - 1) = v(z) + v(r) > 0.

Firz e O,\m, ={z € K :v(z) =0} ist v() = —v(z) =0 = L € O,(\m,) = z € Of.

Definition 4+ Proposition 2.38
(a) Ein nullteilerfreier Ring R heifit diskreter Bewertungsring, wenn es eine diskrete
Bewertung von K = Quot(R) gibt mit R = O,.

(b) Jeder diskrete Bewertungsring ist noethersch, lokal und eindimensional.

Beweis
Zeige mehr: R ist Hauptidealring.
R ist lokal v, sei m das maximale Ideal in R.
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Beh.1: m ist Hauptideal.

Bew.1: Seit € Rmit v(t) =1 =t €m. Seiz € m\ {0}, y = &5 = v(y) = v() —o(t'@) =0
=yc R =a2=1t"@.yc(t).

Beh.2: Jedes Ideal # 0 in R ist von der Form m™ fiir ein n > 0.

Bew.2: Sei I C R ein Ideal, n := min{v(z) : * € I\ {0}}. Sei xy € I mit v(zg) = n =
v(%):Oﬁt”:%-moelém":(t”)QI.

Umgekehrt: 2o = t" - 22 € (t").

Seizel=v(5)=v@)-—n>0=>2=1t"-5c(")=1Cm"

Satz 12 (Diskrete Bewertungsringe)
Sei R ein lokaler noetherscher Ring der Dimension 1 mit maximalem Ideal m und Restklassen-
korper k = R/m.

Dann sind aquivalent:
(i) R ist diskreter Bewertungsring
(i

(i

)

) R ist (nullteilerfreier) Hauptidealring

) R ist nullteilerfrei und m ist ein Hauptideal

(iv) es gibt ein t € R, sodass jedes z € R\ {0} eine eindeutige Darstellung x = u - t" hat mit
neN, ue R*

(v) dimpm/m? =1

(vi) R ist normal

Beweis

(4) (i7)

e

(v) (vi)

N\

(iv) = (iii)

(i) = (ii) Proposition 2.38

(iv) = (i)
R nullteilerfrei:
Annahme: - t" v -t =0 =wu-v - "7 = VM =T L () = VM gy - VT =

(1+u-v)t”+mEi——n>d'1+u~U:1:>u-v:O:WiderspruchzuquRX.

Diskrete Bewertung:
Fiir a = u-t" € R\ {0} setze v(a) = n. Fir z = § € K = Quot(R), a,b € R\ {0} setze
v(x) =wv(a) — v(d).

v(x) wohldefiniert: Ist x = ‘;—,/ mit a’,0' € R\ {0}, soist a-V =da' -b. Ausa=u-t"b=

! ’ I /E-d.
vt d = -tV = -t folgt: u -t = w0 Y S m=n4+m =

n—m' =n—m.

v ist diskrete Bewertung: v(z-y) = v(u-t"-v-t") = v(u-v- ") =n+m = v(z) +v(y).
m<n

v(z+y) = o™ (v+u-t"")) > m=min{v(z),v(y)}.
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(iii) = (iv) Sei m = (¢). Sei € R\ {0}. Da R noethersch ist, ist (1,5, m" = (0) (Folge-
rung 2.22). Also gibt es ein (eindeutiges) n > 0 mit z € m" \ m"™! = Ju € R* mit
r = u-t". uist eindeutig: Ware u - t" = v - t", so wire (u — v) - t" = 0, also ¢ Nullteiler
= Widerspruch

(ii) = (v) m/m? ist k-Vektorraum: m, m? und damit m/m? sind R-Moduln. Fiir ¢ € m und
rem/m?ista-T=a-2=0,daa-re€m?= a-T ist wohldefiniert fiir die Klasse a von
ain R/m = k.
Es ist m? #m, da dim R = 1 (und R noethersch) = dim; m/m? > 1.
m/m? wird von ¢ erzeugt (als R-Modul und damit auch als R/m-Modul) = dim;, m/m? < 1
= dimy m/m? = 1.

(v) = (iii) Seit € m, sodass t € m/m? Erzeuger ist.
Mit Nakayama (Folgerung 2.21) folgt: ¢ erzeugt m.

(ii) = (vi) Jeder (nullteilerfreie) Hauptidealring ist faktoriell
= R ist normal. (Bemerkung 2.10)

(vi) = (iii) Sei K = Quot(R).
Seim={reK:z-mCm}, m*={zeK:z-mCR}
Offensichtlich: R C m C m™!

Beh. 1:
1) m=R

2) m#£R

1

3)m-m =R (m m!

ist das von allen a -z, a € m, x € m~! erzeugte Ideal in R)

Dann seit € m\m? = ¢t-m~! C Rist Ideal in R. Wire t-m~! C m, so ware (t) —t RY

1

t-m~'-m C m? = Widerspruch zu t € m?. Also ist ¢ -m™! Rund()—t mlm=m

1

Bew. 3: Aus RCm ' folgtmCm-m! Wairem=m-m™!, sowirem™ ! Cm =R im

Widerspruch zu Beh. 2.).

Bew. 1: m ist Unterring von K.

Zeige: m ist ganz tiber R (dann ist m = R, da R normal).

Es gentigt zu zeigen: m ist endlich erzeugter R-Modul.

Fir t € m\ {0} ist ¢-m C R, also endlich erzeugt, da R noethersch. Als R-Modul sind m
und ¢ - m isomorph.

Bew. 2: Seit € m\ {0}

Beh. 4: Es gibt ein n > 1 mit m" C (¢).

Sei n in Beh.4 minimal, y € m™! \(), =YecK.Dammistzem™:z-m=%-mC
-m" C R, aber x ¢ R, sonst wire y =x -t € ( ) = Widerspruch.

Bew. 4: \/(t) = ,cric,p =m

Seien x1,...,x, Erzeuger vonm, v, e N (i =1,..., ) mit " € (t).

Fir N=1+> (v, —1) ist dann m" C (¢ ) da m? erzeugt wird von den z}* - ... z¥r

mit Y ;=N = Jy; = 1.
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1.5+
BeispiekleX v
R = ( X, ]/(Yz _ X3 _ X2))(X,Y) ist nullteiler- N
frei, eindimensional, lokal, noethersch aber kein dis-
kreter Bewertungsring.
Denn: das maximale Ideal in R ist kein Hauptideal:
m=(X)Y), f=Y?2—-X*}(X+1)em?
Es gilt dimy,(m/m?) = 2, da X,V linear unabhéngig - T - : I
inm/m?. Sei M das von X und Y in k[ X, Y] erzeugte - - ' '
Ideal. m/m? = (M/(f))/(M2/(f)) = M/ 05
Geometrisch:
V() =A{(z.y) €K+ f(z,y) =0} = {(z,y) € ¥*:
= 2z + 1)
Singularitat in (0,0) = (X,Y) = “Newton-Knoten”.

0.5+

-1.5-L

§10 Dedekindringe

Definition 2.39
Ein nullteilerfreier Ring heifit Dedekindring, wenn er noethersch, normal und eindimensional
ist.
Beispiele
1) Z, k[X] (k Korper)

2) diskrete Bewertungsringe

)
3) Hauptidealringe (nullteilerfrei)
4) der ganze Abschluss Qg von Z in Q(v/d) wobei d € Z quadratfrei.
o, {Z[\/E] d#1 mod 4

Z[1+2\/&] d=1 mod 4

Beobachtung: Es gibt Dedekindringe, die nicht faktoriell sind: Beispiel: Z[v/( — 5)].
(2:3=(1++v-5)(1—-+v-5).

Definition + Bemerkung 2.40

Sei R nullteilerfrei, K = Quot(R)

a) Ein R-Untermodul I # (0) von K heiBt gebrochenes Ideal von R, wenn es ein a €
R\ {0} gibt mit a-I C R. (Beispiel: n - (+) mit R = Z)

b) Fiir gebrochene Ideale I,J von R sei I -.J der von allen a-b, a € I,b € J, erzeugte
R-Untermodul von K.

c) Die gebrochenen Ideale von R bilden mit der Multiplikation aus b) ein kommutatives
Monoid mit neutralem Element R.

d) Die Einheiten in diesem Monoid heiflen invertierbare (gebrochene) Ideale.
d.h. I invertiertbar < 3I' mit [ - I’ = R.
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Beispiele
0) Jedes Ideal in R.

1) Jeder endlich erzeugbare R-Untermodul von K ist gebrochenes Ideal.

denn: Seien z; = iy, @y = ¢ Erzeuger von M (aj,b; € R) = flr b="5by-...-b, ist
b-M C R.

2) Ist I gebrochenes Ideal, so ist 7! := {x € K : z- I C R} ebenfalls gebrochenes Ideal: fiir
jedesa€Tista-1"'CR.

I ist invertierbar < I -1~! = R.
3) R=K[X,Y],I=(X,Y)=I"'=R.
denn: fir a = % € I muss gelten: a- X € R, a-Y € R.

4) Jedes Hauptideal # (0) ist invertierbar: (a) - (1 - R) = R.

Bemerkung 2.41
Jedes invertierbare Ideal in einem Integrititsbereich ist endlich erzeugbar (als R-Modul).

Beweis
Sei I invertierbar, also I - I™! = R, dann gibt es a; € I,b; € [ mit 1 =Y | a;b;

Beh: a4, ...a, erzeugen I.
denn: Seiael =a=a-1=a-)Y . a;bi=>" a;(ab;)
~

€R

Satz 13 (Dedekindringe)
Fiir einen nullteilerfreien Ring R sind aquivalent:

(i) R ist Dedekindring oder Korper.
ii) R ist noethersch und R, ist diskreter Bewertungsring fiir jedes Primideal p # (0) in R.
p
(iii) Jedes Ideal I # (0) in R ist invertierbar.

)
)
)
(iv) Die gebrochenen Ideal in R bilden eine Gruppe.
(v) Jedes echte Ideal in R ist Produkt von endlich vielen Primidealen.
)

(vi) Jedes echte Ideal besitzt eine eindeutige Darstellung als Produkt von endlich vielen Prim-
idealen.

Beweis
Beweisplan:

/ \m/
\ /

(vi)
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(i) = (ii) :
Sei p # (0) Primideal im Dedekindring R. = R, noethersch, dim R, = lat(p) = 1, da
dim R = 1.
R, normal: Sei a € K = Quot(R) = Quot(R,) ganz iiber R,,.

Dann gibt es eine Gleichung: a™ + Z;:Ol ls’—zai =0mit b; € R,s; € R\ p

= (s-a)" + X" bi(sa)’ = 0 mit b; € R, s := [[/, si
= s-a€R=a=*"€ER,

R normal s¢p
(iii) = (iv) :
Sei (0) # I C K gebrochenes Ideal, a € R\ {0} mit a-I C R. (1:>u) a - I invertierbar. =
R=(a-I)-I"=1-(a-1I') = I ist invertierbar.
(i) = (iii) :
Sei I # (0) Ideal in R. K = Quot(R). "' :={zx € K:xz-1C R}
Zu zeigen: I - I71 = R.

Annahme: [ - [7! ;Ct R:

Dann gibt es ein maximales Ideal m von R mit I - /~! C m.

= R, ist diskreter Bewertungsring.

= I - Ry, ist Hauptideal, d.h. I - Ry =% - Ry fireinac I,s € R\ m

Seien by, ..., b, € I Erzeuger (R ist noethersch). = % = ¢ 5 fiir gewisse r; € R, 5; € R\m
Seit=s-][,s;. Esgilt:t e R\m.
Fﬁrjedesizl,...nisté-bi:ri-si-..né\i-...-snGR.

= é el :t:CL-ﬁEI-_F1 C m. Widerspruch.

(iv) = (i) :
R noethersch: Nach Bemerkung 2.41 ist jedes invertierbare Ideal endlich erzeugbar.

R normal: Sei x € K ganz iiber R. = R[] ist endlich erzeugbarer R-Modul, also gebro-
chenes Ideal (Beispiel 1). (:>) R|x] ist invertierbar.

Da R[z| Ring ist, gilt R[x] - R[z] = R|x] R[z] = R (neutrale Element).

" Rlz] invertierbar
= € R.

dim R < 1: Sei p # (0) Primideal in R, m C R maximales Ideal mit p C m.
=m . pCm'm=Rundm- (m1p)=p.

(iv)

= m=podermpCp.
p Primideal

Falls m™'p Cp = m~! C R. Widerspruch (da sonst m~* - m C m)
.p—l

(iii) = (v) :
Sei I # (0), I # R Ideal in R.
Setze Iy := 1.
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Definiere induktiv: I, fir n > 1:

Ist 1,1 # R, so sei m,,_; maximales Ideal mit I,y Cm,_; und I, := n_lmgfl CR.
Esist I,,_1 C I,

Ware I, = I,,_1, so ware m;il = R. Widerspruch zu m;il -m,_1 = R.

Da nach 2.41 R noethersch ist, wird die Kette I G I G I, G - - - stationér.

-1
n—

= Inmit R=1, =L, m; ', = L,_om om 1 = = I - [\, m;*

= 1=1y= H?;ol m;

(v) = (vi) :
Sei py---Pp = q1 - - qy mit Primidealen p;, q;. Zu zeigen: n = m und p; = q,(; fir eine
Permutation o € S,;:
Induktion iiber n:
n=1p=p =q - qn = 3Tt mit q,, C p. Umgekehrt ist p C q; fiir jedes i. =
p prim
P = di
n > 1: Ohne Einschrankung p; minimal bzgl. C in {py,...p,}.
Aus [Tai € [Ip; € qiy = Fjo mit pj, S sy S p1 =  p1 = gy (1:11>) R S

p1 minimal

di--- i - - - 4 = Behauptung aus Induktionsvoraussetzung.
(v) = (iii) :
Sei I # (0), I = py---p, mit Primidealen p;. Ist jedes p; invertierbar, so ist I~1 =
p;t...p7tund I- 17" = R. Also ohne Einschrinkung I = p Primideal.
Seia €p—{0}, (a) =4qi...q, mit Primidealen q; = q; C p fiir ein 1.
q; ist invertierbar: ;' =1 - R-q;-- ;- qp
Es genitigt also zu zeigen: q; = p
Beh. 1: Jedes invertierbare Primideal q in R ist maximal.
Bew. 1: Ist q nicht maximal, so sei z € R\ q mit q + (=) # R.
Beh. 2: Dann ist (q + ())? = q + (z?)

Dann ist € g+ (%) = (q9+(2))* € q* + (2) (%)

Weiter ist ¢ C q* + q - ()
denn: Sei b € q, schreibe nach (x) b = ¢+ rx mit ¢ = ¢*,7 € R, dabei ist r € g, da
r-x€qund x ¢ q.

=q=q>+q- (x) (,2“ist trivial)
= q=q(q+ (x)) = R = q+ (z) Widerspruch.

q invertierbar

Bew. 2: C“ Vv, D¢
Schreibe beide Seiten als Produkt von Primidealen.
A+ (@) = P10+ (5) = @14
In R/q ist dann: (2) = Py - By, (2)2 = @1 -Gy — B2+ -2
(z), (z*) invertierbar. = p;, q; invertierbar.
= q; = 133(2.) = ohne Einschrinkung q; = p?.

H(1i1) 4 (v) = (vi)*
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Satz 14

Sie R ein Dedekindring, K = Quot(R), L/K endliche separable Kérpererweiterung. S der
ganze Abschlufl von R in L.

Dann ist S ein Dedekindring.

Beweis

dim S = 1 : Folgt aus Satz 10(c)

S normal:

Sei x € L ganz iiber S, also 2" + 2?2—11 a;x' = 0 mit a; € S. Sei S’ der von R und ay,...,a,_;

erzeugte Unterring von S. S’ ist endlich erzeugbarer R-Modul, da die a; ganz tiber R sind.

S[X] ist endlich erzeugter S’-Modul und damit endlich erzeugbarer R-Modul = z ist ganz

iiber R=1xz € §S.

S noethersch:

Beh. 1: Es gibt ein primitives Element o von L/K mit o € S.

Bew. 1: Sei & € L primitives Element, also 1, &, a2, ...,a" ! ist K-Basis von L (n := [L : K]).

Sei & = Z;:Ol c; 0 fiir gewisse ¢; € K, i = 0,...,n — 1. Schreibe ¢; = # mit a;,b; € R, b:=
n—1 ~ n__ in n—1  ~; n—1 n—i_ i

I[=y bi- Setze a :=b-a=a" =b"-> ", ;& —Zizoﬁf—/a =a€csS

€R
1,a,0?,...,a" ! linear unabhingig:
Sei z;:ol_mi —0= S Aa=0= A\ =0Vi
Sei nun K ein algebraischer Abschluss von K. Seien o4, ..., 0, die verschiedenen Einbettungen

von L in K, also die Elemente von Hom(L, K).

.....

Beh. 2:
(a) d#0

(b) S ist in dem von %, S, ..., %5 erzeugten R-Untermodul von L enthalten.

Dann ist S als Untermodul eines endlich erzeugbaren R-Modul selbst endlich erzeugbar und
damit noethersch (weil R noethersch ist).

Bew. 2:

(a) d=det | o1(@)?®  03(a)? o o(a)? | Vendermonde [T(oi() = a5(a)) #0
: : : i#j
n—1 )n—l

o1(a)" 1 oy(a) on(a

(b) Fiir z € L sei Spur(z) := Y., 0i(x) € K
Spur(z) € K : Fiir 0 € Autg(K) ist 0 0 0; € Homg (L, K)
o(Spur(z)) = 27 (0 0 0;)(z) = Spur(z) € KA« = |
Seiz € S, =377 cja/ mit ¢; € K.

C1
Beh. 3: c = | : | ist Losung eines LGS A-c=bmit b € R" und A € R™"™ mit det A = d.

Cn
Nach der Cramerschen Regel ist dann ¢; = % wobei A; aus A dadurch entsteht, dass die i-te
l an—l

Zeile durch b ersetzt wird. = ¢; € %IR = x liegt in dem von 4, 5,..., %

erzeugten R-Modul.
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Bew. 3: Fiiri = 1,...,n ist Spur(a’'x) = 37" Spur((a’~'a/~')¢;) € K () ganz iiber R
Spur(x)
Spur(ax)
b:= _ € R" (%) heift A-c=0b.
Spur(a™z)
Noch zu zeigen: det A = d.
Nach Definition ist d = (det B)? mit B = (o;(a? 1), ;)
= BT - B = (8;) mit 8;; =Y p_, o(a"or(a?) = Spur(a~tai )
= BT.-B=A= det A= (det B)® = d

Beispiele
K =Q, L =Q(vD), D quadratfrei, R = Z.

Was ist d? a = /D, oy = id, oy(a + bV D) = a — bv/D
1 1

2=( 5 _vp)

d = (det B)? = (—2v/D)? = 4D

§11 Primarzerlegung

Beispiele
R=Fk[X,Y]. I = (X?%Y) hat keine Darstellung als Produkt von Primidealen.
denn: Wire I = p%*---p¥ mit paarweise verschiedenen Primidealen p;, so wire I =

pro--pr=(X,Y)=m alsor =1, py =m. Aber: m 2 I 2 m*,
Definition + Bemerkung 2.42
Sei R Ring, q C R echtes Ideal.
a) q heiBt Primdrideal, wenn fiir alle a,b € Rmit a-b € qund a ¢ q gilt: es gibt einn > 1
mit 0" € q.
b) Ist q Primérideal, so ist p = ,/q Primideal. p heiit zu q assoziiertes Primideal.

Beweis
Seien a,b € Rmit a-b € \/q = a"b" € q fir ein n > 1.

Istagé\/ﬁ,soista”géqD:é(b")mEq:>b€\/ﬁ

¢) q Primérideal < jeder Nullteiler in R/q ist nilpotent.
Beispiele
1) Ist p € R ein Primelement, so ist (p™) = (p)" Primérideal fiir jedes n > 1.
denn: Seien a,b € R mit a-b € (p") und a ¢ (p") Ist b € (p), so ist b™ € (p").

Anderenfalls ist a € (p). Dann gibt es 1 < d < n mit a € (p?) \ (p?*!) = a = p? - u mit
u€ R\ (p). Dannist u-b ¢ (p) = a-b=p?-u-b¢ (p**') Widerspruch.

51



2) Ist R Dedekindring, so sind die Primérideale genau die Potenzen von Primidealen.

denn: Ist q Primérideal, g = p7" - - - p¥ die Zerlegung von ¢ in Primidealen.
=Va=p-p = r=1L
v/q ist prim

Sei umgekehrt q = p” fiir ein Primideal p, n > 1. Seien a,b € R, a-b € p", a ¢ p". Nach
Satz 13 ist R, Hauptidealring. D.h. p R, wird erzeugt von einem 2, wobei p € p,s € R\ p
= p"R, = (pR,)" ist Primideal.

sp
Ist a € p" Ry, soist a = ’;—Z% mitu € R,t € R\p =1t-s"-a € p" = a € p". Widerspruch.

Anderenfalls ist 0™ € p" R, fiir ein m und damit b € p und 0" € p".

Bemerkung 2.43 r

Sind Iy, ... I, p-primér (d.h. I; primér und v/I; = p), so ist auch [ := ﬂ I; p-primaér.
i=1

Beweis

Seien a,b € Rmit a-b € I, a ¢ I. Dann gibt es ¢ mit a ¢ I; = b" € I; fir ein n; > 1 =
be\/_Z-:p:>Fiirj:1,...rgibtesnjZlmitb”jEljébnelfﬁrn:maxyzlnj.

Definition 2.44
Sei [ Ideal in R.

a) Eine Darstellung I = q; N --- N g, heit Primdrzerlegung von I, wenn alle ¢; primér
sind.

b) Eine Primarzerlegung heift reduziert, wenn \/q; # ,/q; fiir i # j und kein q; weggelassen
werden kann.

c) Besitzt q eine Primérzerlegung, so auch eine reduzierte.

Satz 15 (Reduzierte Primérzerlegung)
Sei R noetherscher Ring.

Dann hat jedes echte Ideal in R eine reduzierte Primarzerlegung. Die assoziierten Primidea-
le sind eindeutig. Die Primarideale, deren assoziierten Primideale minimal unter den in der
Zerlegung vorkommenden sind, sind ebenfalls eindeutig.

Beweis

Sei B = {I C R Ideal : I besitzt keine Primérzerlegung}. Ist B # (), so besitzt B ein maximales
Element I. Da Iy nicht primér ist, gibt es a,b € R mit a-b € Iy und a ¢ Iy und b ¢ I, fiir
allen > 1.

Ziel: Konstruiere Ideale [ und J mit Iy = I'NJ und I # Iy, # J. Dann haben [ und J
Priméarzerlegungen, also I, auch. Widerspruch!

Firn >1seil,:={c€ R:c-b" € Iy}. I, ist Ideal mit Iy C I,, C I,,;;. Da R noethersch ist,
gibt es k € N mit [, = I}, fiir alle n > k. Setze [ := I,,. Beachte a € I; \ Iy C I\ I,.

Sei J := IO + (bk> 2 ]0, da bk ¢ I().
Beh: INJ = I

denn: ,.D“ v C“Seiy € INJ,alsoy=x+b r (fiir ein v € Iy,r € R) und y - b* € [ =
y- 0P =0 r+z-tF=r. =yt bt =>rcly=0=>r-brecl =ycl,.
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